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Die ersten Sturzmu¨hlen, die Ende des 19. Jahrhunderts eingesetzt wurden, waren Ku-
gelmu¨hlen mit Flintsteinen und Porzellankugeln als Mahlko¨rper. Diese Mu¨hlen hatten
Abmessungen von ca. 1 m im Durchmesser und 1 m La¨nge [81]. Die sta¨ndig zunehmen-
de Nachfrage an Rohstoﬀen und die gleichzeitige Abnahme der Erzkonzentrationen in
den erschlossenen Lagersta¨tten hatten einen steigenden Bedarf an Durchsatzleistung
in den Aufbereitungsanlagen zur Folge (Abb. 1.1). Diese Entwicklung fu¨hrte in den
letzten Jahrzehnten zu einem stetigen Anwachsen der Mu¨hlenabmessungen in dieser
Branche [53]. Mo¨glich wurde dies u. a. durch die U¨berarbeitung von historisch beding-
ten Gestaltungskonzepten der Mu¨hlen als auch durch den Fortschritt in der Lagerungs-
und Antriebstechnik. Heutige Mu¨hlenabmessungen in der Erzaufbereitung liegen fu¨r
SAG-Mu¨hlen im Bereich von 5 m bis 11 m und fu¨r Kugelmu¨hlen zwischen 2,5 m und
6 m im Durchmesser [7]. Die bisher gro¨ßte Mu¨hle wurde im Jahr 1998 errichtet und









































Abbildung 1.1: Gegenu¨berstellung der Weltrohstoﬀfo¨rderung von Kupfer und
der zum Zeitpunkt weltweit gro¨ßten Sturzmu¨hle am Beispiel der installier-
ten Antriebsleistung einer Mu¨hle (Quellen: [12,96])
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Maschine von einem Ringmotor mit einer Anschlussleistung von 19,4 MW [89].
Der Grund des Einsatzes großer Mu¨hlen in den Aufbereitungsanlagen sind die geringe-
ren speziﬁschen Investitions- und Betriebskosten [20, 45, 91]. Wo fru¨her noch mehrere
kleine Mu¨hlen errichtet worden sind, ﬁndet man in heutigen Anlagen nur noch eine
Maschine je Prozessabschnitt. Die installierten Maschinen sind wa¨hrend der Ausbeute
der Mine bis zu 25 Jahre im Dauerbetrieb. Die damit seitens der Anlagenbetreiber ge-
forderte Zuverla¨ssigkeit und hohe Verfu¨gbarkeit dieser Maschinen macht eine sichere
Auslegung und Dimensionierung der Mu¨hlenstruktur erforderlich.
Die Betreiber verlangen deshalb eine betriebsfeste Auslegung nach den verschiede-
nen internationalen Normen und Regelwerken wie z. B. dem BS 7608 [8] und AWS
D1.-94 [3] oder den Richtlinien des International Institute of Welding (IIW) [37]. Fu¨r
die Bestimmung der Dauerfestigkeit ist die genaue Kenntnis der Beanspruchungsho¨-
hen in den kritischen Bereichen der Mu¨hlenstruktur von Bedeutung. Dadurch setzten
sich auch im Anlagenbau moderne Berechnungsverfahren wie z. B. die Finite-Elemen-
te-Methode (FEM) durch. Diese Methode wird bereits seit Jahren in vielen Zweigen
des Maschinenbaus zur Dimensionierung und Optimierung von Bauteilen sowie zur
Simulation eingesetzt. Inzwischen ist die FEM aufgrund verfu¨gbarer Rechnerkapazi-
ta¨t und anwenderorientierter Programme, die eine komfortable Modellerstellung und
Ergebnisdarstellung gestatten und u¨ber Schnittstellen zu CAD-Systemen verfu¨gen, zu
einem u¨blichen Routinewerkzeug in der Konstruktion geworden [43, 87].
Voraussetzung fu¨r einen Festigkeitsnachweis ist u. a. die Bestimmung der Belastun-
gen. Einige Lastarten wie Eigengewichte, Lager- und Antriebskra¨fte ko¨nnen relativ
einfach ermittelt werden. Schwieriger ist die Darstellung der im Betrieb der Sturz-
mu¨hle auftretenden Lasten aus der Bewegung der Mu¨hlenfu¨llung. Eine Veriﬁzierung
der Berechnungsergebnisse erfolgt seitens der Mu¨hlenhersteller durch detaillierte Mes-
sungen an einigen neu errichteten Maschinen. Teilweise zeigen die Untersuchungen
jedoch Abweichungen zwischen den gemessenen und berechneten Spannungsverla¨u-
fen in qualitativer und quantitativer Hinsicht [91]. Diese Diﬀerenzen weisen auf eine
unzureichende Modellierung der tatsa¨chlichen Betriebsbelastung hin.
Die fu¨r eine sichere Auslegung notwendigen Belastungen unter Betriebsbedingungen
ko¨nnen ebenfalls auf experimentellen Wege bestimmt werden. In zunehmenden Ma-
ße bieten sich fu¨r die Ermittlung der Lasten aber auch Simulationsmethoden an. In
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der vorliegenden Arbeit wird durch die Simulation der Mu¨hlenfu¨llungsbewegung die
Belastung des Mu¨hlenzylinders bei verschiedenen Fu¨llungsgraden und Drehzahlen er-
mittelt. Die Simulationsergebnisse dienen dann als Lastannahmen fu¨r die Berechnung
der Mu¨hle mittels FEM. Aus der Gegenu¨berstellung der Berechnungsergebnisse mit
Werten aus Dehnungsmessungen an einer Sturzmu¨hle einer Versuchsmahlanlage wird
die Qualita¨t der Lastansa¨tze bewertet. Die Anwendbarkeit des Simulationsmodells
wird ebenfalls durch den Vergleich des simulierten Bewegungszustandes mit experi-
mentellen Modellversuchen besta¨tigt.
2 Stand der Technik zur Dimensionierung
von Sturzmu¨hlen
2.1 Allgemeines
Unter dem Begriﬀ Sturzmu¨hlen sind Zerkleinerungsmaschinen zusammengefasst, die
einen horizontal gelagerten, meist zylinderfo¨rmigen und um die Zylinderachse rotie-
renden Mahlraum besitzen, in dem sich das Mahlgut sowie die Mahlko¨rper ungefu¨hrt
bewegen.
Eine Systematisierung der Sturzmu¨hlen erfolgt u. a. nach der Form der Mahlko¨rper
in Kugel-, Pebbel- und Stabmu¨hlen. Findet die Zerkleinerung ohne Mahlko¨rper allein
durch gro¨ßere Mahlgutstu¨cke statt, nennt man diese Autogen (AG)-Mu¨hlen. Werden
Mahlko¨rper bis zu einem Anteil von 15 % der Mu¨hlenfu¨llung zugegeben, bezeichnet
man diese als Semiautogen (SAG)-Mu¨hlen. Eine weitere Einteilung wird nach der geo-
metrischen Form des Mahlraumes vorgenommen. Massgebend dafu¨r ist das Verha¨ltnis
der Mahlraumla¨nge zum Mahlraumdurchmesser. Bei einem Verha¨ltnis kleiner als zwei
werden die Mu¨hlen als Trommel- und ansonsten als Rohrmu¨hlen bezeichnet. Andere
Unterteilungen erfolgen nach deren Verwendungszweck.
Eingesetzt werden Sturzmu¨hlen hauptsa¨chlich als Kugelmu¨hlen zur Feinmahlung von
Rohstoﬀen. Weit verbreitet ist dieser Mu¨hlentyp in der Zementindustrie zur Klinker-
vermahlung (Abb. 2.1). In Erzaufbereitungsanlagen werden ha¨uﬁg nacheinander SAG-
und Kugelmu¨hlen zur Vermahlung des Erzes eingesetzt.
Durch die Rotation des Zylinders wird die Mu¨hlenfu¨llung unter sta¨ndiger Zufuhr von
Energie in Bewegung gesetzt. Dabei wird jedoch der gro¨ßte Teil der Energie in Wa¨rme
umgesetzt. Nur ein geringer Teil der Energie wird fu¨r die Zerkleinerungsarbeit genutzt.
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Abbildung 2.1: Rohrkugelmu¨hle zur Vermahlung von Zement-
klinker (Quelle: Krupp Polysius)
Die Zerkleinerung des Mahlgutes erfolgt durch die Schlagbeanspruchung der herabfal-
lenden Mahlko¨rper oder Grobgut bei der Autogenmahlung sowie durch Druck- und
Scherbeanspruchung der aufeinandergleitenden Mahlko¨rper.
Zur Beschreibung der Bewegung der Mu¨hlenfu¨llung in einer Sturzmu¨hle werden in





Der instationa¨re Zustand des Schwingens der Fu¨llgutmasse und der u¨berkritische Fall
des Zentrifugierens der Mu¨hlenfu¨llung im Zylinder haben keine praktische Bedeutung
und sind daru¨ber hinaus im Betrieb auch zu vermeiden. Der Kaskadenzustand ist in
reiner Form bei a¨hnlich aufgebauten Maschinen mit einer geringen Betriebsdrehzahl
wie z. B. in Mischtrommeln, Trockentrommeln oder auch in Dreho¨fen anzutreﬀen. Bei
Sturzmu¨hlen wird auch zur Realisierung einer Schlagbeanspruchung der Kataraktzu-
stand angestrebt. Meist tritt in der Praxis jedoch ein kombinierter Zustand der beiden
Bewegungsformen auf. Die Art der Bewegung der Mu¨hlenfu¨llung wird hauptsa¨chlich
2.1 Allgemeines 6
durch den Fu¨llungsgrad und die relative Drehzahl bestimmt. Weiteren Einﬂuss haben
aber auch die Zusammensetzung der Fu¨llung und deren Materialkennwerte sowie die
Gestaltung der Mu¨hlenpanzerung.
Bei geringen Drehgeschwindigkeiten fu¨hrt die Mu¨hlenfu¨llung in der Mu¨hle eine Kas-
kadenbewegung aus. Dabei wird sie im wandnahen Bereich durch die Drehung des
Zylinders mit angehoben und rutscht auf einem Kernbereich wieder herab (Abb. 2.2).
Das Querschnittsproﬁl des Volumens bleibt anna¨hernd in Form eines Kreissegmentes
erhalten. Der Schwerpunkt des Segmentes ist um einen Winkel βa von der Vertika-
len in Drehrichtung ausgelenkt. Die Gro¨ße des Auslenkwinkels wird neben dem Fu¨l-
lungsgrad und der relativen Drehzahl auch durch den Reibungskoeﬃzienten zwischen
Mu¨hlenfu¨llung und Zylinderauskleidung beeinﬂusst. In [5] ist dieser Auslenkwinkel fu¨r






Abbildung 2.2: Bewegungszustand der Mu¨hlenfu¨llung bei Kas-
kadenbewegung
Bei ho¨heren Drehgeschwindigkeiten stellt sich in der Mu¨hle ein Bewegungszustand
ein, bei dem die Mu¨hlenfu¨llung durch die Rotation der Mu¨hle angehoben wird, sich
von der Zylinderwand ablo¨st und dann auf einer Wurfbahn wieder herabfa¨llt. Der
Ablo¨sepunkt von der Wand wird aus dem Gleichgewicht der Zentrifugalkraft und der
radialen Komponente der Schwerkraft eines Massepunktes an dieser Stelle ermittelt
(Abb. 2.3):
mRω2 = mg cosα1 . (2.1)
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Abbildung 2.3: Kataraktbewegung – Kra¨fte am Ablo¨sepunkt
und Flugbahnen nach Fischer und Steiger fu¨r ψ = 0,75
Die analytische Beschreibung der Bahn der Mu¨hlenfu¨llung nach der Ablo¨sung von der
Zylinderwand bis zum Auftreﬀen variiert je nach den getroﬀenen Vereinfachungen.
Aufgrund eigener Beobachtungen der Mahlko¨rperbewegung in einer Kugelmu¨hle hat
Fischer [26] die Bewegung der Mahlko¨rper als Wurfparabel beschrieben. Dies erfolgte
unter der Annahme, dass sich die Mahlko¨rper ohne gegenseitige Behinderung mit genu¨-
gendem Abstand im aufsteigenden Ast der Parabel bewegen. Da aber die Mahlko¨rper
vor der Ablo¨sung eine konstante Umfangsgeschwindigkeit besitzen und in diesem Be-
reich dicht gepackt sind, werden die Einzelko¨rper von der Wurfparabel abgelenkt. Von
Steiger [86] wurde eine Bewegungsgleichung aufgestellt, die die zusa¨tzlichen Kra¨fte bis
zum Scheitelpunkt der Bahnkurve durch die nachdra¨ngenden Ko¨rper beru¨cksichtigt.
Ab dem Scheitelpunkt entspricht die Bewegung ebenfalls die des waagerechten Wurfs.
Entsprechend dem Ansatz von Steiger werden die Mahlko¨rper gegenu¨ber dem Ansatz
von Fischer in der Mu¨hle weiter herausgetragen. In Abb. 2.3 sind die Flugbahnen fu¨r
die beiden Theorien exemplarisch fu¨r eine relative Drehzahl von 75 % gegenu¨berge-
stellt. In einem Ansatz von Eck wird daru¨ber hinaus beru¨cksichtigt, dass die Kontakt-
kra¨fte benachbarter Ko¨rper in Richtung der Flugbahn wirken [24]. Dadurch verla¨uft
die Wurfbahn nach Eck noch etwas weiter als die nach Steiger.
















Abbildung 2.4: Fu¨llgutverteilung im Kataraktzustand
(ψ = 0,75 ; ϕ = 0,3 )
Bei der Kataraktbewegung wird die Mu¨hlenfu¨llung in einen aufsteigenden und einen
herabfallenden Fu¨llgutstrom aufgeteilt. Die beiden Bereiche werden durch die Auftreﬀ-
kurve und einen Abschnitt des Davis-Kreises begrenzt (Abb. 2.4). Die Bestimmung der
Fla¨chenanteile beider Zonen erfolgt mit Hilfe einer mittleren Umlaufzahl zm [34]. Aus
den dazugeho¨rigen Beziehungen kann dann auch der innere Radius Ro des aufsteigen-
den Fu¨llgutstroms ermittelt werden.
2.2 Die Baugruppen der Sturzmu¨hle
2.2.1 Mu¨hlenzylinder
Bei Sturzmu¨hlen ist der Mu¨hlenzylinder die Hauptbaugruppe der Maschine. Dieser be-
steht im Einzelnen aus dem Mu¨hlenmantel und den Stirnscheiben. Der Mu¨hlenmantel
wird aus gerollten und geschweißten Stahlblechen gefertigt. Wenn aufgrund der Gro¨ße
des Zylinders Transportbeschra¨nkungen bestehen, wird der Zylinder in axialer und in
Umfangsrichtung geteilt ausgefu¨hrt. Die Komplettierung der Einzelteile erfolgt auf der
Baustelle entweder durch Schweißen oder durch Verschrauben der Flansche.
Fu¨r die Lagerung der Mu¨hle sind an den Stirnwa¨nden Zapfen befestigt (Abb. 2.5 a).
Bei der Umfangslagerung wird ein Teil des Zylinders als Gleitring herausgebildet
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(Abb. 2.5 b). Zur Verringerung der Spannungskonzentrationen am U¨bergang von Stirn-










(b) Mu¨hlenzylinder mit Gleitlagerung
1 - Mu¨hlenzylinder 3 - Stirnwand mit Halslagerzapfen 5 - Gleitlagerring
2 - Stirnwand 4 - Halslagerzapfen 6 - Zylinder mit Gleitlagerring
Abbildung 2.5: Gestaltungskonzepte des Mu¨hlenzylinders bei Sturzmu¨hlen
2.2.2 Lagerung
Fu¨r gro¨ßere Mu¨hlen werden in heutiger Zeit zwei Lagerungskonzepte genutzt: die Hals-
und die Umfangslagerung (Abb. 2.6). Bei der Halslagerung wird die Mu¨hle auf zwei
Zapfen gestu¨tzt, die sich an den Stirnwa¨nden der Ein- und Auslaufseite anschließen.
Die Zapfen lagern in Gleitlagerschalen. Diese sind so gestaltet, dass sie axiale Verschie-
bungen als auch Lagerneigungen ausgleichen ko¨nnen. Der Halslagerzapfen ist mit der
Stirnwand durch eine Schweißnaht oder einen geschraubten Flansch verbunden. Bei
geringeren Mu¨hlengro¨ßen ist eine einteilige Ausfu¨hrung mo¨glich (Abb. 2.5 a).
Die Umfangslagerung ist dadurch gekennzeichnet, dass ein separater Laufring an den
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Mu¨hlenzylinder angeﬂanscht ist oder ein Teil des Zylinder selbst als Laufring ausgebil-
det ist (Abb. 2.5 b). Das Gleitlager wird bei diesem Konzept segmentweise ausgefu¨hrt.
Der Laufring wird dabei je Seite auf zwei bis fu¨nf Gleitlagerschuhen gelagert.

(a) Hals- oder Zapfenlagerung

(b) Umfangslagerung
Abbildung 2.6: Lagerungskonzepte bei Sturzmu¨hlen
Bei Sturzmu¨hlen werden sowohl hydrostatische als auch hydrodynamische Lager ein-
gesetzt. In Einzelfa¨llen wird fu¨r den Anlauf und den Stop der Maschine parallel zur
hydrodynamischen zusa¨tzlich eine hydrostatische Lagerung realisiert.
Die Umfangslagerung ist unter mechanischen Gesichtspunkten die gu¨nstigere Varian-
te. Bei diesem Lagerungskonzept werden die Massenkra¨fte der Mu¨hle und der Fu¨llung
nicht wie bei der Halslagerung u¨ber die Stirnwa¨nde abgeleitet, sondern die Abstu¨tzung
der Mu¨hle erfolgt direkt u¨ber Gleitringe. Diese Art der Lagerung bringt hinsichtlich
der Gestaltung der Mu¨hlenstruktur zwei Vorteile mit sich. Zum einen ko¨nnen die
Stirnwa¨nde leichter ausgefu¨hrt werden, da diese nur noch durch den Innendruck der
Mu¨hlenfu¨llung belastet werden. Zum anderen ist aufgrund des geringen Lagerabstan-
des die Biegebeanspruchung des Zylinders ebenfalls geringer [45]. Bei der Anordnung
der Lager an der Position der Stirnscheiben wird eine zusa¨tzliche Stabilita¨t und ein
Widerstand gegen Verformung des Zylinders erzielt. Aus verfahrenstechnischer Sicht
bietet die Umfangslagerung ebenfalls den Vorteil der variablen Gestaltung der Ein-
und Auslaßo¨ﬀnungen.
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2.2.3 Antrieb
Zur U¨bertragung des Antriebsmomentes auf den Mu¨hlenzylinder wird am ha¨uﬁgsten
der Zahnkranz-Ritzel-Antrieb angewendet (Abb. 2.7 a). Der Zahnkranz ist mittels ei-
nes Flansches mit dem Mu¨hlenmantel oder der konischen Zylinderwand verbunden.
Gro¨ßere Zahnkra¨nze werden geteilt ausgefu¨hrt. Die Leistungsu¨bertragung u¨ber ein
Ritzel ist bis maximal einer Leistung von etwa 4 500 kW mo¨glich. U¨blich sind Leis-
tungen bis zu 3 500 kW je Ritzel [4,45]. Ein gleichma¨ßiges Tragen der Za¨hne u¨ber die
gesamte Flankenbreite ist bei Zahnbreiten bis 1 100 mm gewa¨hrleistet [99]. Bei ho¨he-
ren Antriebsleistungen werden zwei oder mehr Ritzel eingesetzt. Der Antrieb erfolgt
dann entweder mit einem Motor und einem Verzweigungsgetriebe oder u¨ber getrennte
Motoren. Eine andere Variante ist die Anordnung von zwei und mehr Ritzeln in einem
leistungsverzweigenden Zahnkranzgetriebe. Bei Verwendung von zwei Doppelantrie-
ben, mit insgesamt vier Ritzeln, wird eine Leistungsu¨bertragung von 2x5,5 MW reali-
siert. Mit einem Vier-Motoren-Antrieb sind auch Leistungen zwischen 11 und 25 MW
mo¨glich [40].
(a) Zahnkranz-Ritzel-Antrieb (b) Zentralantrieb (c) Ringmotor
Abbildung 2.7: Antriebskonzepte bei Sturzmu¨hlen
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Beim Zentralantrieb ist eine Verla¨ngerung des Halslagerzapfens oder bei umfangsgela-
gerten Mu¨hlen das Austragsrohr als Hohlwelle ausgefu¨hrt (Abb. 2.7 b). Die Leistungs-
u¨bertragung erfolgt u¨ber angekuppelte oder direkt angeﬂanschte Zapfengetriebe. Zur
Drehzahluntersetzung werden mehrstuﬁge Stirnradgetriebe, Planetengetriebe oder die
Kombination beider Arten verwendet. Antriebsleistungen bis zu 12 MW lassen sich
mit Planetengetrieben realisieren [22].
Eine besonders fu¨r große Sturzmu¨hlen geeignete Antriebsvariante ist der Ringmotor
(Abb. 2.7 c). Bei diesem Antriebskonzept ko¨nnen ho¨here Leistungen als bei den her-
ko¨mmlichen Ritzelantrieben u¨bertragen werden. Hierbei wird der Rotorteil des eigent-
lichen Motors in Form von mehreren Polsegmenten direkt auf die rotierenden Teile
der Mu¨hle montiert. Die Anordnung kann entweder auf einem verla¨ngerten Teil des
Lagerzapfen oder am Umfang des Mu¨hlenmantels erfolgen. Der Stator des Motors wird
um die Mu¨hle herum errichtet. Das Leistungsspektrum installierter getriebeloser Mo-
toren reicht von 3,5 MW bis 19,4 MW [46,89]. Seitens der Elektroindustrie sind solche
Motoren bereits bis zu einer Leistung von 30 MW konzipiert worden [27].
2.2.4 Panzerung
Die Panzerung der Mu¨hle dient in erster Linie als Verschleißschutz. Als Material
werden in der Regel hochlegierte Stahlgusssorten, wie z. B. kaltverfestigender Mn-
Hartstahl, NiCr-, CrMo- und MnMo-Sta¨hle, mit einem hohen Abrasionswiderstand
verwendet [94]. Panzerungselemente aus Gummi, Aluminium, Keramik und Kunst-
stoﬀ kommen ebenfalls zum Einsatz [65]. Durch eine Proﬁlierung in Umfangsrichtung
oder durch zusa¨tzliche Hubleisten wird eine bessere Kraftu¨bertragung und Verrin-
gerung des Schlupfes zwischen Zylinder und Mu¨hlenfu¨llung erzielt [97]. Heutzutage
werden vorrangig Panzerungen in Wellen-, Rechteck-, Trapez- und Stufenform einge-
setzt (Abb. 2.8) [22,34]. Teilweise variiert die Ho¨he der einzelnen Hubleisten u¨ber den
Umfang der Mu¨hle.
Sortierende Mu¨hlenpanzerungen besitzen eine Strukturierung in axialer Richtung und
bewirken eine Klassierung der Mahlko¨rper zur Erzielung einer gu¨nstigeren Zerkleine-
rung entsprechend des Mahlfortschritts [22]. Rohrmu¨hlen werden teilweise mit klas-
sierenden Zwischenwa¨nden in Mahlkammern unterteilt. Bei Naßmu¨hlen erfolgt der
Produktaustrag oft durch einen U¨berlauf. Dagegen ist bei Mu¨hlen mit Zwangsaustrag
eine Klassierwand in Kombination mit Hubschaufeln angeordnet.
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(a) Wellenform (b) Rechteckform (High–Low)
(c) Trapezform (d) Stufenform
Abbildung 2.8: Schematische Darstellung der gebra¨uchlichsten Formen von
Mu¨hlenpanzerungen
Zur besseren Handhabbarkeit beim Austausch werden die Panzerungselemente in Um-
fangs- und axialer Richtung als Segmente ausgefu¨hrt. Jedes einzelne Segment wird
mit bis zu vier Schrauben am Mu¨hlenzylinder befestigt. Bei schraubensparenden Pan-
zerungen werden einzelne Segmente mit den geschraubten Segmenten verspannt. Da
die Bohrungen im Mu¨hlenzylinder eine Schwa¨chung der Struktur darstellen, wurden
schraubenlose Panzerungen entwickelt. Das zusa¨tzliche Gewicht der metallischen Pan-
zerung und Wa¨nde liegt in der gleichen Gro¨ßenordnung wie das Gewicht des Zylinders
und der Stirnwa¨nde. Die Panzerungselemente, Austrags- und Zwischenwa¨nde werden
in der Berechnung nicht als tragende Strukturen betrachtet [32].
2.3 Dimensionierung des Mu¨hlenzylinders von
Sturzmu¨hlen
Die FEM wird im Anlagenbau seit Ende der 70er Jahre angewendet [87]. Bei Sturz-
mu¨hlen wird dieses Verfahren schwerpunktsma¨ßig zur Dimensionierung und zum Fes-
tigkeitsnachweis des Mu¨hlenzylinders eingesetzt. In den Anfa¨ngen des Einsatzes der
FE-Programme musste man sich aufgrund der noch fehlenden Rechnerleistung auf ein-
fache Modelle beschra¨nken. Die gesamte Struktur der Mu¨hle wurde in einer Schnitt-
ebene durch rotationssymmetrische Elemente abgebildet. Die vera¨nderlichen Lasten in
Umfangsrichtung mussten fu¨r diesen Elementtyp in Form einer Fourier-Reihe aufge-
bracht werden. Detailuntersuchungen erfolgten an separaten, feiner vernetzten Model-
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len unter Verwendung von Volumenelementen. Als Randbedingungen fu¨r den zweiten
Berechnungsschritt wurden an den Schnittﬂa¨chen der Substruktur die Ergebnisse der
ersten Berechnung deﬁniert [71, 87, 88].
Heutzutage werden die Mu¨hlen unter Ausnutzung der vertikalen Symmetrie mit Volu-
menelementen modelliert [32,43]. Dies bietet den Vorteil, ebenfalls die Beanspruchun-
gen an den U¨berga¨ngen verschiedener Querschnitte des Mu¨hlenzylinders und an den
Schweißnahtverbindungen mit einem Modell und einem Berechnungsgang zu ermitteln.
Mit den Volumenmodellen lassen sich ebenfalls die Beanspruchungen der Teilungsﬂan-
sche sowie der Schraubverbindungen ermitteln. Die Untersuchung der angrenzenden
Konstruktionselemente wie z. B. die Lagerung oder der Zahnkranz-Ritzel-Antrieb er-
folgt mit separaten Analysen [31, 33, 45].
Die Gu¨te einer FE-Berechnung ha¨ngt nicht nur von dem Diskretisierungsgrad des
Strukturmodells ab, sondern auch im entscheidenen Maße von den getroﬀenen Last-
annahmen. Fu¨r die Berechnung der Mu¨hlenstruktur sind vier Belastungsarten zu be-
ru¨cksichtigen (Abb. 2.9):
• Eigengewichte der Mu¨hlenstruktur und der Panzerung (FG)
• Antriebskra¨fte (FA)
• Lagerdru¨cke (pL)







Abbildung 2.9: Lasten an einer Sturzmu¨hle – Schnittdarstellung (FG – Gewichts-
kra¨fte der Mu¨hle und Panzerung; FA – Antriebskra¨fte, beispielhaft fu¨r ein Zwei-
Ritzel-Antrieb; pL – Lagerdru¨cke, beispielhaft fu¨r eine Zwei-Schuh-Lagerung;
pMG – Fu¨llgutdru¨cke auf den Zylinder und die Stirnscheiben )
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Je nach Aufstellungsort der Maschine werden mo¨gliche zusa¨tzliche Tra¨gheitskra¨fte
infolge eines Erdbebens durch einen Erho¨hungsfaktor entsprechend der Erdbebencha-
rakteristik der Region auf die Lasten beru¨cksichtigt. Die Quantiﬁzierung der ersten
drei Belastungsgro¨ßen ist relativ einfach. Die Masse der Mu¨hle und der Panzerung
ergibt sich aus den Geometrien der einzelnen Konstruktionsteile und den Dichten der
verwendeten Materialien. Die Antriebskra¨fte ko¨nnen aus der beno¨tigten Antriebsleis-
tung und der Betriebsdrehzahl errechnet werden. Zur Bestimmung der Antriebsleis-
tung existieren empirische Gleichungen, die den Fu¨llungsgrad, die relative Drehzahl
sowie die Art der Mu¨hlenfu¨llung und der Panzerung beru¨cksichtigen [21, 2, 42, 58, 97].
Die Ho¨he der Lagerdru¨cke resultiert aus den Gleichgewichtsbedingungen. Je nach Art
der verwendeten Lagerung ergibt sich die Form der Druckverteilung u¨ber der Fla¨che
des Gleitlagers.
Die Druckbelastung der Mu¨hlenfu¨llung, die sowohl auf den Zylinder als auch auf die
Stirnwa¨nde wirkt, kann dagegen nur abgescha¨tzt werden. Die qualitative und quan-
titative Verteilung ha¨ngt neben der Zusammensetzung der Fu¨llung auch von der Be-
triebsweise der Anlage und den Materialkenngro¨ßen ab [87,31]. Da keine Verfahren fu¨r
die Ermittlung der Fu¨llgutbelastung im Betriebszustand zur Verfu¨gung stehen, ist es
u¨blich, diese fu¨r die Lastmodellierung in der FE-Berechnung in einer einfachen Form
darzustellen. Es wird von der Annahme ausgegangen, dass die Fu¨llgutmasse einen hy-
drostatischen Druck auf den Zylinder und die Stirnwa¨nde ausu¨bt. Die Fu¨llung wird
dabei im Ruhezustand mit einer horizontalen Oberﬂa¨che betrachtet [32].
2.4 Modellierung der Zylinderbelastung durch die
Mu¨hlenfu¨llung
Fu¨r die Ermittlung der Beanspruchung des Mu¨hlenzylinders wird als Lastannahme
in der Berechnung fu¨r die Mu¨hlenfu¨llungsbelastung der maximale Fu¨llungsgrad ange-
setzt. In dem momentan u¨blichen Ansatz wird dabei die Mu¨hlenfu¨llung im Stillstand
der Mu¨hle betrachtet. Daru¨ber hinaus ko¨nnen aus den theoretischen Bewegungszu-
sta¨nden der Mu¨hlenfu¨llung, der Kaskaden- und Kataraktbewegung, zwei weitere Be-
lastungsfa¨lle abgeleitet werden.
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2.4.1 Belastungsfall: Stillstand
Im Stillstand verteilt sich die Mu¨hlenfu¨llung in der Mu¨hle gleichma¨ßig in Form ei-
nes Kreissegmentes. Zur Berechnung des Fu¨llgutdrucks wird davon ausgegangen, dass
die Fu¨llung einen hydrostatischen Druck wie eine Flu¨ssigkeit auf den Mu¨hlenzylinder
erzeugt (Abb. 2.10).
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Abbildung 2.10: Hydrostatischer Fu¨llgutdruck im Stillstand
In Abha¨ngigkeit der Fu¨llho¨he h ergibt sich der normale Wanddruck pn zu:

















(0 ≤ α ≤ π) (2.4)
Gleichung (2.3) zu
pn(β) = 0 g R
(




vereinfacht werden kann. Das Verha¨ltnis aus der Kreisﬂa¨che des Mu¨hlenzylinders und





Aus dieser Beziehung kann der Fu¨llwinkel α ermittelt werden.
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Zur Vereinfachung wird der Druck pn von Gleichung (2.5) durch Normierung mit der
Fu¨llgutdichte 0, der Erdbeschleunigung und dem Mu¨hlenradius R in einen dimensi-









In Abb. 2.11 ist der Verlauf des dimensionslosen Drucks exemplarisch fu¨r verschiedene
Fu¨llungsgrade dargestellt. Aufgrund der gleichma¨ßigen Verteilung der Mu¨hlenfu¨llung
im Zylinder ergibt sich eine symmetrische Druckverteilung. Der durch Druck belas-
tete Bereich des Zylinders wird mit steigendem Fu¨llungsgrad gro¨ßer und entspricht





















Abbildung 2.11: Verlauf des dimensionslosen Fu¨llgutdrucks auf die Zylinderwand
im Stillstand fu¨r verschiedene Fu¨llungsgrade nach Gleichung (2.8)
2.4.2 Belastungsfall: Kaskadenbewegung
Um aus dem Bewegungszustand der Mu¨hlenfu¨llung einen Wanddruck ableiten zu ko¨n-
nen, mu¨ssen einige Vereinfachungen getroﬀen werden. Deshalb wird die Fu¨llgutmasse
als starrer Ko¨rper ohne die innere Bewegung der einzelnen Partikel im ausgelenkten
Zustand betrachtet. Unberu¨cksichtigt bleibt ebenfalls die innere Reibung. An einem
diﬀerentiellen Volumen der Mu¨hlenfu¨llung der Masse dm wirken die Zentrifugal- und
die Schwerkraft (Abb. 2.12). Die diﬀerentielle Kraft in radialer Richtung dFr setzt sich












Abbildung 2.12: Kra¨fte am diﬀerentiellen Mu¨hlenfu¨llungsvolu-
men bei Kaskadenbewegung
aus der Zentrifugalkraft und dem radialen Anteil der Schwerkraft zusammen. Die dif-
ferentielle Kraft in tangentialer Richtung dFt wird nur durch den tangentialen Anteil
der Schwerkraft bestimmt. Mit
dm = 0 dV = 0L r dβ dr (2.9)
erha¨lt man fu¨r die diﬀerentiellen Kra¨fte in radialer und tangentialer Richtung
dFr = 0L
(−g sin β + r ω2) r dβ dr (2.10)
dFt = 0L g cosβ r dβ dr . (2.11)

















g cosβ r dr . (2.14)
Integriert man (2.13) und (2.14) von der freien Fu¨llgutoberﬂa¨che mit dem Radius Ro
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aus der Beziehung zur Ermittlung der relativen Drehzahl ψ.





























das Verha¨ltnis aus dem Radius der Fu¨llgutoberﬂa¨che und dem Zylinderradius ist.
Die Verla¨ufe der dimensionslosen Dru¨cke sind exemplarisch fu¨r drei verschiedene Fu¨l-
lungsgrade bei einer relativen Drehzahl von 75% berechnet worden. Die dafu¨r beno¨-
tigten Werte des Auslenkungswinkels βa wurden aus den in [5] angefu¨hrten Winkeln
interpoliert (s.a. Kap. A.4). Der radiale Druckverlauf bei Kaskadenbewegung ist un-
symmetrisch und in Drehrichtung der Mu¨hle um den jeweiligen Auslenkungswinkel
verschoben (Abb. 2.13, s. a. Abb. 2.2). In diesem Zusammenhang ist unter dem Begriﬀ
radialer Druck eine ﬂa¨chenbezogene Kraft in radialer Richtung zu verstehen. Eine nach
außen gerichtete Kraft bewirkt einen positiven radialen Druck. Der tangentiale Druck
ist eine auf die gleiche Fla¨che des Zylinders bezogene tangentiale Kraft. Ein positiver
tangentialer Druck ist durch eine in Richtung des Winkels β wirkende Kraft deﬁniert.



































(b) Tangentialer Druck nach Gleichung (2.20)
Abbildung 2.13: Verlauf des dimensionslosen Fu¨llgutdrucks auf die Zylinderwand
bei Kaskadenbewegung fu¨r verschiedene Fu¨llungsgrade (ψ = 0,75)
Die Maxima der radialen Dru¨cke sind im Vergleich zum Lastfall Stillstand geringer.
Bei einem Fu¨llungsgrad von 0,3 ergibt sich fu¨r die Kaskadenbewegung ein maximaler
dimensionsloser Druck von 0,59. Im Stillstand betra¨gt das Druckmaximum 0,68. Der
tangentiale Druckverlauf hat am unteren Punkt des Zylinders einen Nulldurchgang.
Die positiven und negativen tangentialen Dru¨cke resultieren aus der Ermittlung der
Dru¨cke aus dem tangentialen Anteil der Gewichtskraft der Fu¨llung (Gl.(2.11)).
2.4.3 Belastungsfall: Kataraktbewegung
Der aufsteigende Teil des Fu¨llgutes bewegt sich nach den theoretischen Ansa¨tzen mit
der Mu¨hlendrehzahl und beﬁndet sich demzufolge relativ zum rotierenden Mu¨hlenzy-
linder in Ruhe (Abb. 2.4). In diesem Bereich wirken auf die Fu¨llgutmasse die Zentrifugal-
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und die Schwerkraft. Mit den fu¨r die Kaskadenbewegung entwickelten Gleichungen
(2.19) und (2.20) und den gleichen Vereinfachungen kann der dimensionslose Druck
p∗KT auf den Zylinder auch bei Kataraktbewegung bestimmt werden. Dabei werden die
Gleichungen nur auf den aufsteigenden Teil der Fu¨llung angewendet. Die betrachtete
Fla¨che ist durch die Kurvenabschnitte A–B–C–D–A (s. Abb. 2.4) begrenzt. Die Dru¨cke,
die durch den herabfallenden Teil der Fu¨llung auf den Kurvenabschnitt A–B erzeugt
werden, ko¨nnen mit diesen Gleichungen nicht beschrieben werden. An der Auftreﬀkur-
ve ko¨nnen zwar die Geschwindigkeiten ermittelt werden, aber da die Verzo¨gerung der
Fu¨llung an dieser Stelle unbekannt ist, ist es nicht mo¨glich die dynamischen Kra¨fte
und somit die Dru¨cke zu berechnen. Das bedeutet, dass die Dru¨cke im Auftreﬀbereich





































(b) Tangentialer Druck nach Gleichung (2.20)
Abbildung 2.14: Verlauf des dimensionslosen Fu¨llgutdrucks auf die Zylinderwand
bei Kataraktbewegung fu¨r verschiedene Fu¨llungsgrade (ψ = 0,75)
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Fu¨r verschiedene Fu¨llungsgrade sind die Verla¨ufe der dimensionslosen Dru¨cke in ra-
dialer und tangentialer Richtung bei einer relativen Drehzahl von 75 % exemplarisch
in Abb. 2.14 dargestellt. Fu¨r ein und dieselbe Drehzahl erstrecken sich die Druck-
verla¨ufe bei verschiedenen Fu¨llungsgraden aufgrund gleicher Auftreﬀpunkte (A) und
Ablo¨sepunkte (D) u¨ber einen identischen Bereich des Zylinders. Der radiale Druck-
verlauf ist durch einen steilen Anstieg im Bereich der Auftreﬀkurve und einen ﬂachen
Abfall zum oberen Ablo¨sepunkt gekennzeichnet. Das Maximum des dimensionslosen
Druckes betra¨gt 0,34 bei einem Fu¨llungsgrad von 0,3. Im Vergleich dazu ergibt sich
bei Kaskadenbewegung und gleichem Fu¨llungsgrad ein Druckmaximum von 0,59.
2.5 Bewertung der Ansa¨tze zur Lastmodellierung
Die Druckverteilung der Mu¨hlenfu¨llung auf den Zylinder kann fu¨r den Stillstand der
Mu¨hle sowie fu¨r den Kaskaden- und Kataraktzustand auf der Grundlage von rela-
tiv einfachen Ansa¨tzen aufgestellt werden. Da die Fu¨llung in Kugelmu¨hlen in Form
einer Kugelpackung bzw. in SAG- und AG-Mu¨hlen als Schu¨ttgut vorliegt, ist die hy-
drostatische Lastverteilung nur als eine grobe Vereinfachung zu betrachten. Daru¨ber
hinaus tritt der Belastungsfall Stillstand zeitlich gesehen in der Praxis recht selten
auf. Dessen ungeachtet wird dieser Lastfall heutzutage bei der Berechnung fu¨r die
Mu¨hlenauslegung angewendet [32]. Weitere Ansa¨tze zur Ermittlung der Druckvertei-
lung bei Mu¨hlenbetrieb ko¨nnen auf der Grundlage der theoretischen Betrachtung der
Fu¨llgutbewegung fu¨r den Kaskaden- und Kataraktzustand aufgestellt werden. Hierbei
erfolgt eine Beru¨cksichtigung der Auslenkung und der Verteilung der Mu¨hlenfu¨llung
aufgrund der Mu¨hlendrehung. Dynamische Eﬀekte wie die innere Bewegung des Fu¨ll-
gutes und die Sto¨ße des herabfallenden Gutes in der Auftreﬀzone werden damit aber
nicht erfasst.
In Abb. 2.15 ist der Druckverlauf in radialer und tangentialer Richtung der drei Model-
lierungsansa¨tze fu¨r einen Fu¨llungsgrad von ϕ = 0,3 und einer relativen Drehzahl von
ψ = 0,75 gegenu¨bergestellt. Es zeigen sich große Unterschiede zwischen den Verla¨ufen
fu¨r den Kaskaden- und Kataraktzustand sowohl in qualitativer als auch in quantita-
tiver Hinsicht. Die beiden Verla¨ufe geben die Grenzzusta¨nde an, in welchem sich der
tatsa¨chliche Druckverlauf bewegen wird, wenn die Fu¨llgutbewegung in einem kombi-
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nierten Zustand stattﬁndet. Eine anna¨hernd genaue Bestimmung des Druckverlaufes
auf der Grundlage der angefu¨hrten Ansa¨tze ist nur mo¨glich, wenn die tatsa¨chliche
































(b) Vergleich tangentialer Druck
Abbildung 2.15: Gegenu¨berstellung des Fu¨llgutdrucks der verschiedenen Modellie-
rungsansa¨tze fu¨r ψ = 0,75 und ϕ = 0,3
In der Vergangenheit sind verschiedene Untersuchungen zur Kinematik der Mu¨hlen-
fu¨llung durchgefu¨hrt worden. Als Erster beschrieb Fischer [26] im Jahr 1904 verbal
die Bewegungsvorga¨nge auf der Grundlage von visuellen Beobachtungen an einer pra¨-
parierten Trommel, deren Seitenwand nur mit einem Gitter verschlossen war. Spa¨ter
wurden fu¨r a¨hnliche Versuche Modellmu¨hlen mit Stirnscheiben aus Glas oder Kunst-
stoﬀ verwendet. Mit Zeitlupenaufnahmen konnte Both [6] an solch einem Modell die
Bahnkurven von Mahlko¨rpern detailliert analysieren. Die Aufnahmen zeigten einen
relativ hohen Schlupf der Mahlko¨rper auf dem glatten Zylinder, der fu¨r diese Untersu-
chungen verwendet worden ist. Von Manz [54] wurde der Schlupf der Mu¨hlenfu¨llung
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an der Wand von Kugelmu¨hlen systematisch untersucht. Fru¨hwein [28] stellte in sei-
ner Arbeit ein Modell vor, dass die Verteilung der Mu¨hlenfu¨llung in der Trommel
beschreibt. Dieses Modell wurde mit fotograﬁschen Aufnahmen veriﬁziert und lieferte
zufriedenstellende Ergebnisse fu¨r verschiedene Fu¨llungsgrade und Drehzahlen. Aber
auch bei diesen Untersuchungen wurde eine Trommel ohne Einbauten verwendet.
Da das Problem des Schlupfes in der Praxis bekannt ist, werden die Mu¨hlenpanzerun-
gen mit Hubelementen ausgestattet. Unter konstanten Betriebsbedingungen, d. h. bei
gleichem Fu¨llungsgrad und relativer Drehzahl, sowie gleichen Mahlguteigenschaften
unterscheiden sich die Mahlgutdynamik und die Fu¨llungsverteilung bei Verwendung
von Hubleisten gegenu¨ber glatten Mahlinnenra¨umen. Die a¨ußeren Schichten der Fu¨l-
lung, die einen direkten Kontakt mit den Hubleisten haben, werden dadurch auch wei-
ter herausgetragen. Von Manz und Powell wurden unter Beru¨cksichtigung der Stu¨tz-
wirkung weitere Ablo¨sebedingungen entwickelt [54, 69].
Experimentelle Untersuchungen im Inneren der Mu¨hle gestalten sich aufgrund der
ungu¨nstigen Bedingungen durch die bewegte Mu¨hlenfu¨llung in der Regel als schwie-
rig. Von Rothkegel [76] und Rolf [74] wurden mittels instrumentierter Mahlkugeln
die Beanspruchungsintensita¨ten in Form von Stoßha¨uﬁgkeiten in der Fu¨llung einer
Modellmu¨hle ermittelt. Aus der Verteilung der Stoßenergie in Wandna¨he ko¨nnte mit
dieser Methode der qualitative Verlauf des Gesamtdrucks der Fu¨llung auf den Zylinder
abgeleitet werden. Die direkte Messung der Wanddru¨cke wurde von Moys [59, 60] an
einer Modellmu¨hle vorgenommen. Verwendet wurde dafu¨r ein in die Panzerung und
Zylinder integrierter Messaufnehmer. Die Untersuchungen erfolgten jeweils mit einer
glatten und gewellten Panzerung bei verschiedenen Fu¨llungsgraden und Drehzahlen.
Am qualitativen und quantitativen Verlauf der gemessenen Kra¨fte wird der Einﬂuss
der Panzerungsform und somit der Fu¨llungsverteilung deutlich.
Neben den bisherigen experimentellen Methoden bieten sich u.a. auch Simulationsme-
thoden fu¨r die Ermittlung der Belastungsgro¨ßen an. Durch die Bereitstellung von leis-
tungsfa¨higen Rechnern ist man heute in der Lage, die Fu¨llgutbewegung in Sturzmu¨hlen
zu simulieren. Um mit einem Simulationsmodell die Belastung des Mu¨hlenzylinders zu
berechnen, muss die Berechnungsmethode in der Lage sein, die Fu¨llgutbewegung und
-verteilung unter Beru¨cksichtigung der wichtigsten Einﬂussgro¨ßen zu beschreiben. Be-
zu¨glich der Mu¨hle sind die Parameter
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• Geometrie (Abmessungen, Form)
• relative Drehzahl
• Panzerung (Geometrie, Anzahl)
in das Modell einzubeziehen. Von der Mu¨hlenfu¨llung mu¨ssen getrennt fu¨r das Mahlgut
und fu¨r die Mahlko¨rper
• Gro¨ße (Verteilung, Gattierung)
• Fu¨llungsgrad
• Materialeigenschaften (Dichte, Reibungswerte, Steiﬁgkeiten, Stoßfaktoren)
vom Modell erfasst werden. Die Beru¨cksichtigung von Naß- oder Trockenmahlung soll-
te u¨ber variierende Materialparameter mo¨glich sein. Eine geeignete Methode, die die
genannten Einﬂussgro¨ßen in einem Modell beru¨cksichtigen kann, ist die seit einigen
Jahren versta¨rkt eingesetzte Diskrete-Elemente-Methode (DEM). Im folgenden Ab-
schnitt wird diese Methode etwas detaillierter vorgestellt.
Auf der Grundlage der Numerik und des Prinzips der DEM wird in Kap. 4 das System
Sturzmu¨hle durch die notwendigen Vereinfachungen in ein berechenbares Modell u¨ber-
fu¨hrt. Die Modellierung erfolgt hinsichtlich des Zieles der Simulation: Die Ermittlung
der Druckverteilung der Mu¨hlenfu¨llung auf den Zylinder. In Kap. 5 werden die Ergeb-
nisse der Simulation vorgestellt. Die Bewertung der Resultate wird in Kap. 6 anhand
einer optischen Gegenu¨berstellung der numerisch ermittelten Bewegungszusta¨nde der
Mu¨hlenfu¨llung und experimentellen Untersuchungen an einem Mu¨hlenmodell vorge-
nommen. Die simulierten Druckverteilungen werden qualitativ mit an einer Labor-
mu¨hle gemessenen Kraftverteilungen verglichen. Daru¨ber hinaus werden die mit der
Simulation ermittelten Druckverteilungen zusammen mit den theoretischen Lastansa¨t-
zen aus Kap. 2.4 als Lastannahmen fu¨r eine FEM-Berechnung einer Mu¨hle verwendet.
Abschließend erfolgt eine Gegenu¨berstellung und Bewertung der Berechnungsergebnis-
se mit Spannungsverla¨ufen aus Dehnungsmessungen an einer SAG-Mu¨hle einer Ver-
suchsmahlanlage.
3 Diskrete Elemente Methode
3.1 Grundgedanke und Anwendungen
In den letzten Jahren ist seitens der Forschung ein versta¨rktes Interesse an Untersu-
chungen von granularen Stoﬀen zu verzeichnen. Unter granularen Stoﬀen, oder auch
granulare Materialien, werden Mehrko¨rpersysteme verstanden, deren Gesamtabmes-
sungen groß sind gegenu¨ber den Abmessungen der Einzelko¨rper des Systems. Granu-
lare Materialien sind u. a. in der Nahrungsmittel-, Rohstoﬀ- und Chemischen Industrie
anzutreﬀen. In diesen Industriezweigen werden Schu¨ttgu¨ter wie z.B. Zucker, Getreide,
Sand, Zement, Du¨nger oder Farbstoﬀe verarbeitet. Granulare Materialien weisen al-
lein oder in Verbindung mit Gasen oder Flu¨ssigkeiten spezielle Eigenschaften auf, die
sich von Kontinua in fester, ﬂu¨ssiger oder gasfo¨rmiger Form unterscheiden. So ist bei-
spielsweise bei der Bewegung von granularen Stoﬀen eine Dissipation von Energie im
Inneren des Systems zu verzeichnen. Die innere Reibung fu¨hrt bei Haufwerken zur Aus-
bildung eines Schu¨ttwinkels, der sich aber unter dem Einﬂuss von Schwingungen auch
vera¨ndert. Da die unregelma¨ßige Oberﬂa¨che der Ko¨rner eine Verhakung der einzelnen
Ko¨rper untereinander bewirkt, kommt es bei diesen Stoﬀen leicht zu einer Bru¨cken-
bildung zwischen festen Wa¨nden. Bei ﬂuidisierten Schu¨ttgu¨tern ist eine Bewegung in
Lawinenform zu beobachten. Heutzutage ko¨nnen solche Vorga¨nge auch am Computer
simuliert werden. Mo¨glich wurde dies durch die Bereitstellung von Rechenkapazita¨t,
mit der man in der Lage ist, die Bewegung von Systemen aus vielen Einzelko¨rpern u¨ber
einen charakteristischen Zeitraum und einer ausreichenden systemspeziﬁschen Schritt-
weite zu berechnen. Die Simulationen von granularen Stoﬀen gewinnen zunehmend an
Bedeutung, da man durch sie Einblicke in das Innere von Abla¨ufen erlangt, die durch
experimentelle Methoden gar nicht oder nur schwer zuga¨nglich sind.
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Zur Beschreibung von zeitabha¨ngigen physikalischen Vorga¨ngen ko¨nnen statistische
Methoden wie die Monte-Carlo-Simulation (MCS) oder deterministische Methoden
wie die Molekulardynamik (MD) verwendet werden. Mit der MD wird in einigen For-
schungsgebieten der Chemie, Biologie und Physik die Dynamik von Teilchen simuliert,
die in der Gro¨ßenordnung von Atomen bis Moleku¨len liegen. In diesen Dimensionen
sind intramolekulare Wechselwirkungen wie Coulomb- und van der Waals-Kra¨fte re-
levant, die fu¨r granulare Stoﬀe aber keine Rolle mehr spielen. Basierend auf der MD
wurde von Cundall und Strack die Diskrete-Elemente-Methode entwickelt [18]. Bei
dieser Methode wird u¨ber rheologische Modelle die spezielle Mechanik der granularen
Stoﬀen wie z. B. Reibung und elastische Sto¨ße zwischen Ko¨rpern beru¨cksichtigt.
Der grundlegende Gedanke bei der DEM ist, dass fu¨r alle N diskreten Elemente eines
Mehrko¨rpersystems die Newtonschen Bewegungsgleichungen fu¨r jeden Freiheitsgrad
gelo¨st werden:
mi ¨xi = Fi (i = 1, 2 . . .N) (3.1)
Ji ˙ωi = Mi (i = 1, 2 . . .N) . (3.2)
Die Methode ist sowohl fu¨r den zweidimensionalen als auch fu¨r den dreidimensionalen
Raum anwendbar.
Die zeitliche Integration der Gleichungen (3.1) und (3.2) erfolgt mit numerischen Ver-
fahren. Je nach der erforderlichen Genauigkeit und dem vertretbaren Berechnungsauf-
wand werden dafu¨r Runge-Kutta-Verfahren als explizite oder implizite Einschrittver-
fahren mit oder ohne Schrittweitensteuerung eingesetzt. Bei den sogenannten Mehr-
schrittverfahren erfolgt die Berechnung des na¨chsten Zeitschrittes unter Zuhilfenahme
zuru¨ckliegender bereits berechneter Punkte [83]. Als besonders stabil und eﬀektiv fu¨r
die Simulation von granularen Stoﬀen haben sich Pra¨diktor-Korrektor-Verfahren wie
die Methode nach Gear erwiesen [9].
Der in Gleichung (3.1) auf einen Ko¨rper wirkende Kraftvektor F kann sich aus ver-
schiedenen Krafttypen zusammensetzen. Je nachdem bei welchen Prozessen oder Si-
tuationen das Verhalten eines granularen Materials untersucht werden soll, ko¨nnen die
einzelnen Kraftwirkungen in der Simulation beru¨cksichtigt oder vernachla¨ssigt werden.
In Tab. 3.1 sind einige Krafttypen zusammengestellt, die insbesondere bei Maschinen
der Aufbereitungstechnik von Bedeutung sind. Aus der Aufstellung wird deutlich, dass
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mit der DEM grundsa¨tzlich eine Vielzahl von verfahrenstechnischen Prozessen simu-
liert, und somit entsprechende Parameter fu¨r die Auslegung und Dimensionierung der
Maschinen ermittelt werden ko¨nnen.
Tabelle 3.1: Auflistung von Kra¨ften auf granulare Materialien und spezielle Anwen-
dungsfa¨lle in der Aufbereitungstechnik (Systematisierung der Krafttypen und
speziellen Eﬀekte nach [75])
Krafttyp Spezieller Eﬀekt Anwendungsfall
Schwerkra¨fte Gewicht (alle Prozesse)
Auftrieb Schwimm-Sink-Scheider
Elektrische Kra¨fte Coulombsche Kraft Elektroscheider, Koronascheider
Kondensatoreﬀekt Elektroﬁlter, Kammerscheider





Molekulare Kra¨fte Adha¨sion Granulier-, Flotations-,
Brikettiermaschinen
Reibungskra¨fte Gleitreibung Bunker, Fo¨rderer
Stro¨mungswiderstand Sichter, Luftstrommu¨hlen,
Wirbelschichtbetten
Stoßkra¨fte Elastizita¨t Siebe, Prallsichter, Brecher,
Mu¨hlen, Mischer
Mit Hilfe der DEM wurden bereits mehrere Untersuchungen auf dem Gebiet der Auf-
bereitung durchgefu¨hrt. In dem Bereich der Mischtechnik wurde z. B. das Verhalten
unterschiedlicher Stoﬀe in Mischtrommeln sowie die Eﬀektivita¨t von verschiedenen
Mischorganen analysiert [47, 72, 61, 23]. Die DEM wurde desweiteren zur Veranschau-
lichung des Bunkerausﬂusses [52,73,13] und zur Berechnung von Wandspannungen an
Silos [55] sowie zur Simulation der Klassierung [79] eingesetzt. Im Bereich der Zer-
kleinerungsmaschinen wurde die Mahlgutdynamik in der Hicom-Mu¨hle [35] und in
3.2 Partikelwechselwirkungen 29
Schwingmu¨hlen [39, 15] simuliert. Zur Darstellung des Zerkleinerungsprozeses wurden
bereits Fragmentationsmodelle in Form von teilbaren Ko¨rpern entwickelt, die in das
Berechnungsverfahren implementiert wurden [49, 10, 41].
Auf dem Gebiet der Sturzmu¨hlen erfolgten mittels der DEM ebenfalls sehr umfangrei-
che Untersuchungen. Dabei ist seit den Anfa¨ngen die Energieverteilung in der Mahl-
gutfu¨llung unter Variation der relativen Drehzahl, des Fu¨llungsgrades und der Art,
Anzahl und Geometrie der Hubleisten von gro¨ßten Interesse [57,38,1,70]. Desweiteren
wurde mit dieser Methode der Leistungsbedarf von Sturzmu¨hlen ermittelt [19,64], so-
wie Berechnungen zur Optimierung der Hubleisten durchgefu¨hrt [29, 84]. Von Cleary
erfolgte eine sehr umfassende Abhandlung auch unter Beru¨cksichtigung der Gro¨ßen-
verteilung des Mahlgutes und der Partikelgeometrie im Modell [14]. In [10] wurde die
Mahlgutbewegung unter Beru¨cksichtigung des in der Mu¨hle stattﬁndenden Zerkleine-
rungsprozesses simuliert. Die oben genannten Untersuchungen zielen vorrangig auf die
verfahrenstechnische Optimierung des Mahlvorganges. Fu¨r eine Ermittlung von Belas-
tungsgro¨ßen zur Auslegung von Sturzmu¨hlen wird die DEM hier erstmals angewendet.
3.2 Partikelwechselwirkungen
Die auf das granulare Material von außen wirkenden Kra¨fte und Kraftfelder bestim-
men die Bewegung des Systems. In den meisten Prozessen sind die Schu¨ttgu¨ter relativ
dicht gepackt bzw. die Absta¨nde der Partikel untereinander sind sehr gering. Da-
durch kommt es innerhalb des Systems sta¨ndig zur gegenseitigen Beeinﬂussung der
Einzelko¨rper. Kurzzeitige Wechselwirkungen in Form von Sto¨ßen werden in sogenann-
ten ereignisgesteuerten Simulationen als Einzelereignis behandelt. Dabei werden die
kinematischen Gro¨ßen der Stoßpartner nur vor und nach dem Stoß ermittelt. Die-
ses Verfahren ist aber bei Wechselwirkungen in Form von Beru¨hrungen u¨ber la¨ngere
Zeitra¨ume nicht geeignet. Bei der DEM werden dagegen die Stoßvorga¨nge in ihrem
zeitlichen Ablauf erfasst. Fu¨r die Stabilita¨t der Berechnung muss dies jedoch mit ei-
ner genu¨gend kleinen Schrittweite sichergestellt werden. Die Gro¨ße des Zeitschrittes
ha¨ngt neben den Materialparametern der Ko¨rper hauptsa¨chlich von der maximalen
Geschwindigkeit im System ab. Wa¨hrend der Kontaktzeit wirken auf die Stoßpartner
zusa¨tzliche Kra¨fte. Diese Kontaktkra¨fte werden fu¨r den Zeitraum des Stoßes in den
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Bewegungsgleichungen (3.1) mit beru¨cksichtigt.
Die Verfahrensweise bei einem Stoß la¨sst sich am Beispiel von zwei Kugeln am besten
darstellen. Ein Stoß wird dann identiﬁziert, wenn der Abstand der Mittelpunkte beider
Kugeln kleiner ist als die Summe ihrer Radien (Abb. 3.1). Die Durchdringungstiefe δ
kann demzufolge mit
δij = max (0 , ri + rj − |xj − xi|) (3.3)














Abbildung 3.1: Ermittlung des Kontaktes von Kugeln in der Simulation




|xj − xi| . (3.4)
Die relative Geschwindigkeit an der Kontaktstelle der Ko¨rper betra¨gt:
vij = vi − vj + ωi × (ri nij)− ωj × (−rj nij) . (3.5)
Fu¨r den dreidimensionalen Fall wird der Tangentialvektor t aus dem tangentialen
Anteil der Relativgeschwindigkeit und dem Stoßnormalenvektor ermittelt:
tij =
vij − (vij · nij)nij
|vij − (vij · nij)nij | . (3.6)
Die bei einer U¨berlappung auftretenden Wechselwirkungen werden in Form von Stoß-,
Da¨mpfungs- und Reibkra¨ften beru¨cksichtigt. Entsprechend den physikalischen Eﬀek-
ten werden zur Berechnung der Normal- und Tangentialkra¨fte verschiedene Ansa¨tze
verwendet. Die in Abb. 3.2 dargestellten rheologischen Modelle bilden die Grundlage
fu¨r die Ermittlung dieser Kra¨fte. Bei einem Stoß von elastischen Ko¨rpern wird ein Teil
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der kinetischen Energie gespeichert. Dieses Verhalten wird durch die Verwendung eines
Federelementes abgebildet. Die beim Stoß dissipierte Energie wird in andere Energie-
formen wie z. B. Schall und Wa¨rme gewandelt und fu¨hrt zur Verringerung des kine-
tischen Anteils. Die Umsetzung der Dissipation erfolgt mit einem Da¨mpferelement.
Durch eine Parallelschaltung der beiden Elemente werden die beiden Normalkra¨fte
summiert. In tangentialer Richtung wird u¨ber eine Reibungskraft ebenfalls Energie
dissipiert. Die Modellierung der statischen und dynamischen Reibung erfolgt durch











Abbildung 3.2: Rheologische Modelle zur Ermittlung der Kontaktkra¨fte
3.2.1 Normalkra¨fte
Die Normalkraft Fn an der Stoßstelle ergibt sich aus der Summe einer elastischen
Federkraft Ff und einer Da¨mpfungskraft Fd (Abb. 3.2 a):









Frei bewegliche Ko¨rper u¨bertragen nur Druckkra¨fte. Mit der Maximum-Funktion in
(3.7) wird sichergestellt, dass zwischen den Ko¨rpern keine Zugkra¨fte auftreten ko¨nnen.
Dieser Fall wa¨re mo¨glich, wenn die beiden Ko¨rper sich wieder voneinander entfernen
und die Da¨mpfungskra¨fte aufgrund hoher Da¨mpfungswerte gro¨ßer sind als die elasti-
schen Kra¨fte.









Fu¨r den Exponenten a ko¨nnen folgende Ansa¨tze angewendet werden:
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a = 1 Hookesches Gesetz
a = 1,5 Hertzscher Kugelkontakt.
Der lineare Ansatz nach Hooke mag fu¨r die meisten Simulationen genu¨gen. Wenn je-
doch die auftretenden Kra¨fte bei einem Stoß von Ko¨rpern von Interesse sind, sollte der
Kraftansatz nach Hertz fu¨r eine exaktere Berechnung verwendet werden. Der gro¨ßere
numerische Aufwand fu¨r die Errechnung der Kraft nach diesem Ansatz fa¨llt bei der
DEM kaum ins Gewicht [9]. Da im Simulationsmodell Kugeln als Ko¨rper verwendet
werden, wird dieser Ansatz auch favorisiert. Die Federsteiﬁgkeit kn wird nach der von
Hertz entwickelten Theorie der Ha¨rte [90] aus den Kugelradien r sowie der Querkon-























Fu¨r die Bestimmung des dissipativen Anteils bei einem Stoß ist die Verwendung der









Die Stoßzahl kann experimentell relativ einfach aus der Ru¨cksprungho¨he h1 und der
Fallho¨he h0 ermittelt werden.
Fu¨r die Berechnung der geschwindigkeitsproportionalen Da¨mpfungskraft Fd wird ein




d = η(ij) δ
b
ij (vij · nij) . (3.12)
In Kombination des verwendeten Ansatzes fu¨r die elastische Kraft hat die Wahl des
Exponenten b Einﬂuss auf die Abha¨ngigkeit der Stoßzahl von der Stoßgeschwindigkeit.
U¨ber den Exponenten b wird der Einﬂuss der Durchdringungstiefe δ bei den verschie-
denen Ansa¨tzen gewichtet. Es gelten:
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b = 0 viskoelastische Da¨mpfung
b = 0,25 Da¨mpfung nach Tsuji [93]
b = 0,5 Da¨mpfung nach Kurabawa-Kono [50].
Bei einem linearen Feder-Da¨mpfer-Element (a = 1 ; b = 0) ist die Stoßzahl unabha¨ngig
von der Stoßgeschwindigkeit. Mit dem Ansatz nach Hertz fu¨r die elastische Kraft und
einem linearen Da¨mpfer (a = 1,5 ; b = 0) ist ein Abfall der Stoßzahl bei geringer
werdenden Stoßgeschwindigkeiten zu verzeichnen. Dagegen zeigt sich bei Verwendung
der Kurabawa-Kono-Da¨mpfung (a = 1,5 ; b = 0,5) ein Anstieg der Stoßzahl [80]. Um
die Unabha¨ngigkeit der Stoßzahl von der Stoßgeschwindigkeit auch beim Hertzschen
Kraftansatz zu gewa¨hrleisten, muss fu¨r die Da¨mpfungskraft der Ansatz nach Tsuji
(a = 1,5 ; b = 0,25) verwendet werden.








In dieser Gleichung bewirkt der Wurzelterm die Unabha¨ngigkeit der Da¨mpfung von den
Massen der Stoßpartner und der Steiﬁgkeit in Normalenrichtung (s. a. Anhang A.1).
U¨ber den Da¨mpfungsparameter αd wird die Energiedissipation gesteuert. Er wird ent-
sprechend der vorgegebenen Stoßzahl e gewa¨hlt. Unter Beachtung, dass von den Stoß-
ko¨rpern keine Zugkra¨fte u¨bertragen werden, ergibt sich entgegen [93] eine modiﬁzierte
Abha¨ngigkeit von e und αd (Abb. 3.3). Der funktionale Zusammenhang wurde durch
die numerische Integration der Bewegungsgleichung unter Variation von αd ermittelt
(s. Anhang A.1).
3.2.2 Tangentialkra¨fte
Beim Kontakt von Ko¨rpern wirkt in tangentialer Richtung eine Reibkraft FR. Diese ist




 [0 , µs Fn] fu¨r vt = 0 ;µd Fn fu¨r |vt| > 0 . (3.14)
Um einen Ko¨rper aus der Ruhelage zu beschleunigen, muss zuna¨chst die Haftreibung














Abbildung 3.3: Darstellung des Da¨mpfungsparameters αd in Abha¨ngigkeit
der Stoßzahl e






Abbildung 3.4: Reibmodell mit Haft- und Gleitreibung
Wa¨hrend die Implementierung der dynamischen Reibung in den Computersimulatio-
nen keinerlei Schwierigkeiten bereitet, ist die Umsetzung der statischen Reibung mit
etwas mehr Aufwand verbunden. Die Modellierung der statischen Reibung ist not-
wendig, um in den Simulationen z. B. auch die Ausbildung von Haufwerken sowie die
Bru¨ckenbildung zu berechnen. Zur Darstellung der statischen Reibung kann nach [18]




vt dt . (3.15)
Mit dieser Gleichung wird das Spannen einer Feder in tangentialer Richtung beschrie-
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ben. Der Vorgang beginnt mit dem Zeitpunkt des ersten Kontaktes t0 und dauert bis
zum momentanen Berechnungsschritt t1 an. Damit der zuru¨ckgelegte Weg beim Kon-
takt in tangentialer Richtung nicht allzu groß wird, muss fu¨r die Feder eine relativ
hohe Steiﬁgkeit gewa¨hlt werden. Bei Verwendung dieses Reibmodells steigt der Be-
rechnungsaufwand. Da aber in vielen Anwendungen, wie auch bei der Simulation der
Mu¨hlenfu¨llung, die Bewegungen der Ko¨rper berechnet werden und ruhende Kontak-
te kaum auftreten, wird fu¨r die Modellierung der statischen Reibung ein einfacherer
Ansatz angewendet:






Bei Geschwindigkeiten unterhalb der Grenzgeschwindigkeit vG besteht dann ein li-






Abbildung 3.5: Einfaches Reibmodell in der Computersimulation
Oberhalb der Grenzgeschwindigkeit wirkt die dynamische Reibung:
FR,d = µd Fn . (3.18)
Die am Kontaktpunkt angreifende Tangentialkraft wird dann mittels der Minimum-
funktion aus den beiden Reibkra¨ften ermittelt:
F
(ij)
t = −min (FR,s , FR,d) tij . (3.19)
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3.3 Resultierende Partikelkra¨fte
Fu¨r jedes Partikel des Simulationsmodells werden die ermittelten Wechselwirkungs-
kra¨fte in Normalen- und tangentialer Richtung mit der Gewichtskraft des Ko¨rpers zu










+mi g . (3.20)






(ri nij)× F (ij)t
)
. (3.21)
Der Kraft- und Momentenvektor wird in die Bewegungsgleichungen (3.1) und (3.2)
eingesetzt.
Man ist mit der DEM bereits in der Lage, zahlreiche Untersuchungen zur Dynamik von
granularen Stoﬀen durchzufu¨hren, wenn lediglich die Partikelwechselwirkungs- und Ge-
wichtskra¨fte in der Simulation beru¨cksichtigt werden. Aus den kinematischen Gro¨ßen
der Partikel und einem Potentialfeld lassen sich daru¨ber hinaus noch weitere Kraft-
wirkungen ermitteln (s. Tab. 3.1). Aus der Position des Partikel, dem Verlauf eines
Magnet- oder elektrischen Feldes und den entsprechenden Materialparametern ko¨nnen
z.B. magnetische und elektrische Kra¨fte berechnet werden. Mit dem Geschwindigkeits-
feld eines Fluides und der Position sowie der Geschwindigkeit des Partikels lassen sich
Widerstandskra¨fte auf das Partikel ermitteln. Das Einsatzgebiet dieser Methode kann
sich demzufolge noch vergro¨ßern, wenn diese Kra¨fte ebenfalls mit in die Simulation
einbezogen werden.
3.4 Ko¨rpergeometrien und Stoßerkennung
Bei der DEM bestehen seitens der Geometrie der Ko¨rper keinerlei Beschra¨nkungen.
Es ko¨nnen einzelne und auch zusammengesetzte Ko¨rper modelliert werden. In den
meisten Simulationen werden Kugeln bzw. bei zweidimensionalen Simulationen Kreise
verwendet. Da diese Ko¨rperform jedoch ein Abrollen des einzelnen Partikel ermo¨g-
licht, wurden einige Untersuchungen mit anderen Geometrien wie z. B. Polygonen [56]
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und Ellipsoiden [16] durchgefu¨hrt. Zur einfacheren Simulation der statischen Reibung
wurden in [67] aus fu¨nf Kreisen sowie in [11] aus vier Dreiecken zusammengesetzte
Partikel eingesetzt. Der Nachteil dieser Ko¨rpergeometrien liegt aber in dem relativ
hohen Rechenaufwand zur Stoßerkennung und zur Berechnung der Eindringtiefe. Bei
einem Stoß von zwei Kugeln mu¨ssen in einer Berechnungsroutine nach Gl. (3.3) die
beiden Radien und die sechs Koordinaten der Mittelpunkte verarbeitet werden. Die
Anzahl der zu verarbeitenden Daten ist bei allen anderen Ko¨rperformen gro¨ßer, da
weitere Abmessungen sowie die Rotationswinkel hinzukommen. Bei der Verwendung
von Dreiecken in der Simulation wird bis zu 78 % der Rechenzeit fu¨r der Ermittlung
der Sto¨ße und der U¨berlappung beno¨tigt [9]. Eine Mo¨glichkeit zur Reduzierung des
Berechnungsaufwandes fu¨r nichtspha¨rische Ko¨rper bietet die Verwendung eines Kolli-
sionsradius (siehe Quelltext zu [44]). Dieser entspricht dem Radius der einhu¨llenden
Kugel des jeweiligen Ko¨rpers. Zur ersten Feststellung von Sto¨ßen kann dieser Radius
in Gl. (3.3) angewandt werden. Da die Kugel aber der eﬃzienteste Ko¨rper bezu¨glich
der Rechenzeit ist, wird diese bei Simulationen von granularen Stoﬀen sehr ha¨uﬁg
eingesetzt. Aus diesem Grund werden auch bei der folgenden Simulation Kugeln zur
Darstellung der Mu¨hlenfu¨llung verwendet.
Nach einem Berechnungsschritt mu¨ssen die Partikel ermittelt werden, die untereinan-






jedem Zeitschritt durchlaufen (s. Abb. A.4). Bei Systemen mit einer großen Anzahl
von einzelnen Elementen nimmt dieser Berechnungsteil die meiste Zeit in Anspruch.
Um die Anzahl der U¨berpru¨fungen bei Simulationen mit sehr vielen Ko¨rpern zu re-
duzieren, werden sogenannte Nachbarschaftslisten benutzt. Diese Listen enthalten nur
die Ko¨rper, die in einem zuku¨nftigen Zeitraum von mehreren Einzelzeitschritten un-
tereinander in Wechselwirkung treten ko¨nnen. Zur Erstellung der Listen existieren
verschiedene Algorithmen wie z. B. der Gitter- und Link-Cell-Algorithmus [9].
4 Bewegungssimulation der
Mu¨hlenfu¨llung in Sturzmu¨hlen
4.1 Allgemeine Beschreibung des Systems
Sturzmu¨hle
Fu¨r die Darstellung eines realen Systems in einem Modell ist es zuna¨chst notwendig,
das System hinsichtlich der spa¨teren Modellbildung abzugrenzen und durch seine signi-
ﬁkanten Systemelemente und Systemprozesse zu charakterisieren. Fu¨r die Funktion des
Systems und die Aufrechterhaltung der im System ablaufenden Prozesse ﬁndet u¨ber
die Systemgrenze hinweg ein stoﬄicher und energetischer Austausch mit der Umge-
bung des Systems statt.
Um ein Modell fu¨r die Simulation der Fu¨llgutbewegung zu entwickeln, ist es nicht
sinnvoll, alle konstruktiven Baugruppen einer Sturzmu¨hle zu beru¨cksichtigen. Zur Be-
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Abbildung 4.1: Allgemeine Darstellung des Systems Sturzmu¨hle
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schreibung des Systems Sturzmu¨hle ist es ausreichend, den Mu¨hlenzylinder mit der
integrierten Panzerung, die Mahlko¨rper und das Mahlgut als Systemelemente zu de-
ﬁnieren (Abb. 4.1). Die einzelnen Elemente werden jeweils durch ihre geometrische
Form und ihren Abmessungen sowie durch ihre physikalischen Eigenschaften charak-
terisiert. Vorrangig mu¨ssen die mechanischen Eigenschaften (z. B. Dichte, Elastizita¨ts-
modul, Bruchfestigkeit, Reibkoeﬃzient) und die thermischen Eigenschaften (z. B. Wa¨r-
meleitfa¨higkeit, speziﬁsche Wa¨rmekapazita¨t, Siedetemperatur) beru¨cksichtigt werden.
Andere physikalische und chemische Eigenschaften spielen keine oder nur eine unter-
geordnete Rolle.
Der in der Mu¨hle stattﬁndende Mahlprozess kann in einzelne Teilprozesse unterteilt
werden. Die eigentliche Mahlung besteht aus den Zerkleinerungs- und den Transport-
vorga¨ngen. Daneben ﬁnden in der Mu¨hle weitere Prozesse statt, die mit dem Mahl-
prozess direkt im Zusammenhang stehen. Die Beanspruchungen in der Mu¨hle haben
neben der Zerkleinerung des Mahlgutes auch einen Verschleiß der Mu¨hleneinbauten
und der Mahlko¨rper zur Folge. Die fu¨r die Mahlung eingesetzte Energie wird zum
großen Teil in Wa¨rme umgewandelt. Im stationa¨ren Zustand besitzen der Mu¨hlenzy-
linder und die Mahlko¨rper eine ho¨here Temperatur als die Umgebung. Das Mahlgut
wird beim Transport durch die Mu¨hle ebenfalls erwa¨rmt. In einigen Anwendungen
von Sturzmu¨hlen wird die Mahlung mit einer Trocknung des Mahlgutes kombiniert.
In diesem Fall sind im System auch Phasenu¨berga¨nge zu beru¨cksichtigen. Aufgrund
der Bedeutung der Zerkleinerungs- und Transportprozesse in der Mu¨hle werden diese
noch genauer betrachtet.
In Sturzmu¨hlen wird das Mahlgut durch die Mahlko¨rper oder bei der Autogenmah-
lung durch das Grobgut aufgrund Druck, Schlag und Scherung zerkleinert [34]. Die
Schlagbeanspruchung ﬁndet in der Region der Mahlgutschleppe durch die herabfal-
lende Mu¨hlenfu¨llung statt. Im Bereich der sich aufwa¨rtsbewegenden Fu¨llung treten
Druck- und Scherbeanspruchung auf. Eine Zerkleinerung des Mahlgutes ﬁndet tatsa¨ch-
lich nur dann statt, wenn die Ho¨he der Gesamtbeanspruchung die Beanspruchbarkeit
des Partikels u¨berschreitet. Sehr ha¨uﬁg wird die Bruchgrenze jedoch nicht erreicht.
Deshalb ist der Zerkleinerungswirkungsgrad von Sturzmu¨hlen im Vergleich zur Einzel-
kornzerkleinerung sehr niedrig und liegt etwa zwischen 6 % und 9 % [36]. Das bedeutet,
dass ein sehr großer Teil der eingebrachten mechanischen Energie in Wa¨rme umgesetzt
wird.
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Die in der Mu¨hle ablaufenden Transportvorga¨nge ko¨nnen nach der Bewegungsrichtung
in eine axiale Bewegung und eine Bewegung in der Kreisebene unterteilt werden. Die
axiale Bewegung des Mahlgutes vom Mu¨hleneinlauf zum Mu¨hlenaustrag ﬁndet auf-
grund der Diﬀerenz der Mahlgutho¨he im Mahlraum zwischen Ein- und Auslauf statt.
Durch das Durchstro¨men der Mu¨hle mit Gasen oder der Zugabe von Wasser wird der
axiale Transport des Mahlgutes unterstu¨tzt. In der Kreisebene fu¨hren die Mahlko¨rper
und das Mahlgut aufgrund der Mu¨hlendrehung eine Kaskaden- oder Kataraktbewe-
gung aus (s. Kap. 2.1). Die Bewegungsvorga¨nge bewirken auch eine Entmischung der
Mahlko¨rper und des Mahlgutes. Dieser Eﬀekt wird mit sogenannten klassierenden
Panzerungen ausgenutzt, um die Kugelgattierung entsprechend dem Mahlfortschritt
in der Mu¨hle ihrer Gro¨ße nach zu sortieren. Mit der besonderen Form der Panzerung
erreicht man eine Segregation der Mahlko¨rper in axialer Richtung. Die großen Mahlku-
geln sammeln sich am Mu¨hleneinlauf und die kleineren Mahlkugeln am Mu¨hlenaustrag
an. In der Kreisebene ﬁndet ebenfalls eine radiale Entmischung nach der Gro¨ße bzw.
der Dichte der Teilchen statt. Es ist zu beobachten, dass sich die kleineren bzw. die
schweren Ko¨rper im Kern der Mu¨hlenfu¨llung ansammeln [62]. Dieser Eﬀekt nimmt
jedoch mit zunehmender Drehzahl ab.
Der stoﬄiche Austausch des Systems Sturzmu¨hle mit der Umgebung ﬁndet hauptsa¨ch-
lich durch die Aufgabe des Mahlgutes und die Abfu¨hrung des Zerkleinerungsproduktes
statt. Daru¨ber hinaus werden auch Wasser und Gase u¨ber den Ein- und Auslauf der
Mu¨hle umgesetzt. Der energetische Austausch wird durch die Zufu¨hrung von mecha-
nischer Energie u¨ber den Antrieb und zusa¨tzlich durch erhitzte Gase in Form von
Wa¨rmeenergie bewerkstelligt. Die Abgabe der Energie erfolgt durch Wa¨rmeleitung
und Konvektion am Mu¨hlenzylinder sowie durch das erhitzte Zerkleinerungsprodukt
und den verdampften Anteil der Feuchtigkeit.
4.2 Modellierung des Systems Sturzmu¨hle
Mit dem zu erstellenden Modell soll die Bewegung der Mu¨hlenfu¨llung in einer Sturz-
mu¨hle simuliert werden. Aus der Verteilung der Fu¨llung kann dann die Belastung der
Zylinderwand bestimmt werden. Die DEM bietet hinsichtlich des Simulationszieles den
Vorteil, dass die Ermittlung der Belastungsverteilung direkt aus den Kontaktkra¨ften
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zwischen den diskreten Elementen der Mu¨hlenfu¨llung und den diskreten Elementen der
Zylinderwand mo¨glich ist. Bei der Modellierung soll das System Sturzmu¨hle nun soweit
vereinfacht werden, dass es mit der DEM berechenbar wird, aber die Realita¨t noch aus-
reichend beschreiben kann. Dazu sind einerseits Vereinfachungen der Systemelemente
notwendig und andererseits muss das System auf die wesentlichen Systemprozesse be-
schra¨nkt werden.
4.2.1 Mu¨hlenzylinder
Der Mu¨hlenzylinder wird neben seinen Abmessungen hauptsa¨chlich durch die Form
und die Gro¨ße der Mu¨hlenpanzerung charakterisiert. Bei der DEM ko¨nnen die diskre-
ten Elemente aus einzelnen Ko¨rpern zusammengesetzt werden. Auf diese Weise lassen
sich die verschiedenen Panzerungsproﬁle mittels Prismen in Kreis- und Rechteckquer-
schnittsform nachbilden. Bei der Mu¨hle, die als Grundlage fu¨r die Simulation dient,
ist die Panzerung in Rechteckform mit zwei unterschiedlich hohen Hubleisten ausge-
fu¨hrt (Abb. 4.2). Die Kontur des Mu¨hlenzylinders kann deshalb mit einzelnen Quadern
relativ genau modelliert werden (Abb. 4.3).
Abbildung 4.2: Geometrie der Mu¨hlenpanzerung
4.2.2 Mahlko¨rper und Mahlgut
Zur Beschreibung der Mahlko¨rper und des Mahlgutes muss das Augenmerk auf die
Gro¨ße der Partikel und somit auf deren Anzahl sowie auf deren Form gerichtet wer-
den. In Tab. 4.1 sind die Abmessungen von Mahlko¨rpern sowie die Korngro¨ßen des
Aufgabegutes und des Produktes fu¨r einige typische Anwendungen von Sturzmu¨hlen
zusammen mit den Mu¨hlendurchmessern gegenu¨bergestellt.
Da die absoluten Gro¨ßen der Mahlko¨rper und des Mahlgutes bei den verschiedenen
Mu¨hlentypen keinen Aufschluss u¨ber die tatsa¨chlichen Relationen geben, werden die




Abbildung 4.3: Aus Quadern zusammengesetztes DEM-Modell der Sturzmu¨hle
Tabelle 4.1: Zusammenstellung einiger Mu¨hlengro¨ßen, Mahlko¨rperabmessungen,








D dMK dMG,A dMG,P
m mm mm mm
AG-Mu¨hlen Erz 5,3 . . . 11,0 – 200 . . . 300 20
SAG-Mu¨hlen Erz 3,9 . . . 9,8 76 . . . 125 50 . . . 300 3 . . . 20
Stabmu¨hlen Erz 2,2 . . . 4,1 76 . . . 102 25 . . . 30 1 . . . 2
Kugelmu¨hlen Klinker 3,0 . . . 6,0 25 . . . 102 22 . . . 32 0,125
Kugelmu¨hlen Erz 2,2 . . . 5,9 38 . . . 125 1,1 . . . 27 0,063 . . . 0,35
aDie in der Tabelle aufgefu¨hrten Werte sind den angegebenen Quellen entnommen und stellen
nur einen Querschnitt aller mo¨glichen Gro¨ßen fu¨r den Mu¨hlendurchmesser, Mahlko¨rperdurchmesser
und die obere Korngro¨ße dar
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Abmessungen der Mahlko¨rper sowie die obere Korngro¨ße vom Aufgabegut und vom













In Tab. 4.2 sind diese Gro¨ßenverha¨ltnisse aus den gesammelten Daten der Tab. 4.1
aufgefu¨hrt. Aus der Zusammenstellung wird deutlich, dass die Mahlko¨rper von Stab-
mu¨hlen relativ groß sind gegenu¨ber dem Mu¨hlendurchmesser. Die Mahlko¨rperverha¨lt-
nisse λMK der anderen Mu¨hlen bewegen sich in einem bestimmten Bereich daru¨ber. In
dieser Gro¨ßenordnung liegt auch das Aufgabegut der Autogen-, SAG- und Stabmu¨h-
len. Dagegen ist das Mahlgutprodukt der Kugelmu¨hlen sehr klein im Verha¨ltnis zum
Mu¨hlendurchmesser. Die Gro¨ße des Produkts der anderen Mu¨hlen und der Aufgabe
der Kugelmu¨hlen liegt im mittleren Bereich.






AG-Mu¨hlen Erz – 11 . . . 49 265 . . . 550
SAG-Mu¨hlen Erz 39 . . . 131 25 . . . 78 435 . . . 1 300
Stabmu¨hlen Erz 29 . . . 40 88 . . . 137 1 100 . . . 2 700
Kugelmu¨hlen Klinker 58 . . . 146 94 . . . 270 23 000 . . . 47 000
Kugelmu¨hlen Erz 26 . . . 134 88 . . . 4 250 13 000 . . . 69 000
Die in Tab. 4.2 dargestellten Mahlko¨rper- und Mahlgutverha¨ltnisse haben ihre Be-
deutung hinsichtlich einer Abscha¨tzung der Modellierbarkeit der einzelnen Partikel in
einem DEM-Modell. Wird die Mu¨hlenfu¨llung fu¨r einen vorgegebenen Fu¨llungsgrad ϕ
z. B. durch eine monodisperse Kugelpackung modelliert, werden dafu¨r in Abha¨ngig-
keit des Partikelverha¨ltnis λp eine bestimmte Anzahl von Partikeln N beno¨tigt. Bei
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einer zweidimensionalen Darstellung der Partikel in einer Kreisebene ergibt sich eine
quadratische Abha¨ngigkeit der Anzahl vom Partikelverha¨ltnis: N ∼ λ2p (Abb. 4.4).
Zum Beispiel mu¨ssen fu¨r die Modellierung der Mahlko¨rper in Kugelmu¨hlen bei einem
Mahlko¨rperverha¨ltnis von λMK = 26 . . . 146 (s. Tab. 4.2) in einer ebenen Mahlko¨rper-
schicht etwa 125 bis 5500 diskrete Elemente in Form von Kreisen verwendet werden.
Fu¨r die Darstellung des Aufgabegutes in Autogen- und SAG-Mu¨hlen werden aufgrund
des kleineren Mahlgutverha¨ltnis λMG,A weniger Elemente beno¨tigt. Dagegen sind fu¨r
das Mahlgut in der Korngro¨ße des Produktes in den gleichen Mu¨hlen bis zu 4 · 105
Elemente notwendig. Daraus wird deutlich, dass die Modellierung des Produktes von
Kugelmu¨hlen als einzelne Ko¨rper bei einem großen Partikelverha¨ltnis λMG,P aufgrund
der sehr hohen Anzahl von diskreten Elementen in einem Modell kaum noch mo¨glich
ist.
Ein DEM-Modell, bei dem tatsa¨chlich jeder Ko¨rper einer Mu¨hlenfu¨llung modelliert
wird, ist mit den jetzt zur Verfu¨gung stehenden Rechnern nicht berechenbar, da neben
der sehr großen Anzahl von einzelnen Elementen auch eine Vielzahl von Wechselwir-
kungen zu beru¨cksichtigen sind. Aus diesen Gru¨nden muss man sich fu¨r ein handhab-
bares Modell auf die großen Partikel beschra¨nken. Die kleineren Partikel ko¨nnen unter
Umsta¨nden durch modiﬁzierte Materialparameter beru¨cksichtigt werden.

















Abbildung 4.4: Darstellung der Partikelanzahl N einer monodispersen Kugelpa-
ckung in der radialen Ebene einer Mu¨hlenfu¨llung in Abha¨ngigkeit vom Partikel-
Mu¨hlen-Verha¨ltnis λp fu¨r verschiedene Fu¨llungsgrade ϕ
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werden in der Regel Kugeln oder Stangen als Mahlko¨rper verwendet. Diese lassen sich
durch kugel- oder zylinderfo¨rmige Ko¨rper exakt abbilden. Tonnenfo¨rmige Mahlko¨r-
per, sogenannte Cylpeps, ko¨nnen mittels Zylindern noch relativ gut modelliert wer-
den. Dagegen weist das Mahlgut wie z. B. das Erz eine unregelma¨ßige Geometrie auf.
Zwar lassen sich irregula¨re Formen durch das Zusammensetzen mehrerer Einzelko¨r-
per anna¨hernd nachbilden, jedoch sind die Geometrien von Gesteinen selbst fu¨r diese
Modellierung zu komplex. Zudem bestehen fu¨r kombinierte Elemente dann die Nach-
teile bezu¨glich der zu investierenden Rechenzeit (s. Kap. 3.4). Als Kompromiss wird
demzufolge auch das Mahlgut in Form von Kugeln modelliert.
Die Grundlage fu¨r die durchgefu¨hrte Simulation ist die Bewegung der Mu¨hlenfu¨llung
in einer SAG-Mu¨hle mit einem Mu¨hlendurchmesser von 2,05 m. Die Mu¨hlenfu¨llung
besteht aus Mahlgutpartikeln mit einer Gro¨ße bis zu 76 mm und einem Anteil von
15 % Mahlko¨rpern in der Gro¨ße zwischen 25 und 30 mm. Fu¨r die Modellierung der
Mu¨hlenfu¨llung werden im DEM-Modell Kugeln mit einem Durchmesser von 50 mm





Zur weiteren Vereinfachung des Simulationsmodells wurde auf die Unterscheidung zwi-
schen Mahlko¨rper- und Mahlgutpartikel verzichtet. Die Beschreibung aller diskreten
Elemente der Fu¨llung erfolgte durch gleiche Parameter.
4.2.3 Systemprozesse
In Kap. 4.1 wurde das System Sturzmu¨hle durch verschiedene mechanische und ther-
mische Prozesse charakterisiert. In der Modellierung mu¨ssen nun diejenigen System-
prozesse umgesetzt werden, die zur Erreichung des Ziels, der Bewegungssimulation der
Mu¨hlenfu¨llung, notwendig sind. Da die Erwa¨rmungs- und Trocknungsprozesse keinen
direkten Einﬂuss auf die Bewegung der Fu¨llung haben, ko¨nnen die thermischen Vor-
ga¨nge vernachla¨ssigt werden. Temperaturabha¨ngige Materialparameter werden unter
konstanten Temperaturbedingungen verwendet.
Betrachtet man den Zeitraum fu¨r eine Mu¨hlenumdrehung als die signiﬁkante System-
zeit, so ist der Zeitraum, in dem ein merkbarer Verschleiß der Mu¨hlenpanzerung statt-
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ﬁndet, sehr viel gro¨ßer. Deshalb werden Verschleißvorga¨nge ebenfalls nicht betrachtet.
Der Mu¨hlenzylinder wurde im unverschlissenen Zustand modelliert.
Der eigentliche Zweck einer Sturzmu¨hle ist die Zerkleinerung des Mahlgutes. Zur Reali-
sierung dieses Prozesses in einer DEM-Simulation sind geeignete Elemente notwendig,
bei denen bei U¨berschreitung eines Bruchkriteriums eine Teilung stattﬁndet. In [10]
wurde der Bruchvorgang durch Bildung eines Tochterfragments und Verkleinerung des
Mutterfragments realisiert. Eine andere Mo¨glichkeit ist die Verwendung von teilbaren
Elementen [49,41]. Zur vollsta¨ndigen Simulation der Zerkleinerung mu¨ssen dann noch
die kleineren Teilchen aus dem Modell entfernt und durch große Teilchen ersetzt wer-
den. Auf die Umsetzung des Zerkleinerungsprozesses wurde aber in dem verwendeten
Simulationsmodell verzichtet, da nur die Bewegung der Teilchen Gegenstand der Be-
trachtung ist. Der Einﬂuss der Zerkleinerung auf die charakteristische Bewegung der
Mu¨hlenfu¨llung wird als vernachla¨ssigbar gering eingescha¨tzt.
Von prima¨ren Interesse sind die in der Mu¨hle stattﬁndenden Transportvorga¨nge und
hier besonders die in der Kreisebene. Der modellierte Mu¨hlenzylinder (Abb. 4.3) rotiert
hierzu entsprechend der relativen Drehzahl mit einer konstanten Drehgeschwindigkeit
um dessen Zylinderachse. Die Behinderung der freien translatorischen Bewegung des
Zylinders im Raum sowie die Aufrechterhaltung der Drehgeschwindigkeit erfolgt u¨ber
Randbedingungen. Die diskreten Elemente, die die Mu¨hlenfu¨llung repra¨sentieren, wer-
den zuna¨chst in geordneter Form in das Modell eingefu¨gt. Nach wenigen Mu¨hlenum-
drehungen stellt sich ein quasistationa¨rer Bewegungszustand ein. Die Aktivierung der
Bewegung der Mu¨hlenfu¨llung erfolgt wie bei der realen Mu¨hle durch die innere Reibung
der Fu¨llung sowie die Reibung zwischen der Fu¨llung und dem Mu¨hlenzylinder unter-
stu¨tzt durch die ausgefu¨hrten Hubleisten. Mit dem verwendeten Modell ist prinzipiell
eine dreidimensionale Bewegungssimulation mo¨glich. Zur Verku¨rzung der Rechenzeit
wurde das Modell jedoch in axialer Richtung auf den zweifachen Partikeldurchmesser
beschra¨nkt. Durch die geringe Tiefe des Modells ﬁndet eine axiale Bewegung der Fu¨l-
lung kaum statt. Eine Segregation innerhalb der Fu¨llung ist aufgrund der konstanten
Gattierung und der gleichen Dichte aller Partikel ebenfalls nicht gegeben.
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4.3 Simulationsparameter
In der DEM-Simulation werden die Stoßkra¨fte auf der Grundlage von materialab-
ha¨ngigen Parametern der eingesetzten Stoﬀe bestimmt. Zur Berechnung der Normal-
und Tangentialkra¨fte werden nach den Gleichungen (3.8),(3.12) und (3.17) die Nor-
malensteiﬁgkeiten kn, Da¨mpfungswerte η und Reibkoeﬃzienten µd beno¨tigt. Fu¨r die
Ermittlung der Normalensteiﬁgkeit sind nach Gl. (3.10) die Schubmoduli und Quer-
kontraktionszahlen der Materialien der Stoßpartner erforderlich. Die Da¨mpfungswerte
werden aus der Stoßzahl e fu¨r eine bestimmte Materialkombination und dem entspre-
chenden Da¨mpfungsparameter αd (s. Abb. 3.3) sowie aus den Ko¨rpermassen und der
Normalensteiﬁgkeit ermittelt (3.13). Diese Parameter sind fu¨r die Bewegungssimula-
tion in einer Sturzmu¨hle jeweils fu¨r den Partikel-Wand- und den Partikel-Partikel-
Kontakt zu bestimmen. Mit Partikel ist ein Ko¨rper der Mu¨hlenfu¨llung und mit Wand
die Mu¨hlenpanzerung bezeichnet. Fu¨r den konkreten Fall der Simulation am Beispiel
der Vermahlung von Kupfererz in einer SAG-Mu¨hle werden die Parameter aus den
Materialkenngro¨ßen der Stahlpanzerung und dem Erz ermittelt.
Die Kennwerte von Stahl sind allgemein bekannt. Der Schubmodul von G = 81 GPa
und die Querkontraktionszahl von ν = 0,3 sind auch fu¨r verschiedene Stahlsorten an-
wendbar. Fu¨r die Bestimmung der Kennwerte des Erzes sind dagegen einige Vorbe-
trachtungen notwendig. Die Anteile der Erzminerale im Gestein sind mit Ausnahme
von Eisen-, Mangan- und Chromerzen relativ gering. Die Gehalte von z.B. Kupfer-
Tabelle 4.3: Materialkenngro¨ßen von Gesteinen (Quelle: [51], es wurden die Daten
der verschiedenen Lagersta¨tten zusammengefasst)
Querkontraktionszahl ν (-) Schubmodul G (GPa )
Min. Mittel. Max. Min. Mittel. Max.
Andesit 0,15 0,19 0,24 9,7 17,8 25,9
Basalt 0,13 0,23 0,38 9,5 27,1 40,6
Diabas 0,18 0,25 0,28 27,6 38,2 48,1
Diorit 0,19 0,25 0,30 12,7 31,0 44,3
Granit 0,10 0,19 0,31 11,3 19,4 32,2
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erzen liegen heutzutage im Bereich von max. 1 bis 2,5 % [98]. Das zu zerkleinernde
Material besteht demzufolge zum u¨berwiegenden Teil aus tauben Gestein. Aus diesem
Grund ist es mo¨glich, die beno¨tigten Materialkenngro¨ßen den typischen Gesteinsarten
der Erzlagersta¨tten zu entnehmen. Die weltweit gro¨ßten Kupfererzvorkommen sind
porphyrischer Natur [85]. Deshalb ko¨nnen anstatt von Erzen die Kennwerte von Ge-
steinen wie Andesit, Basalt, Diabas, Diorit oder Granit benutzt werden. In Tab. 4.3
sind die Werte fu¨r diese Gesteine aus einer Sammlung von Gesteinsdaten von Lager-
sta¨tten der gesamten Welt zusammengefasst und aufgelistet. Es ist zu erkennen, dass
der Schubmodul und die Querkontraktionszahl nicht nur u¨ber die Gesteinsarten vari-
ieren, sondern auch besonders stark fu¨r ein einzelnes Gestein und den verschiedenen
Lagersta¨tten schwanken. Dies resultiert aus der Inhomogenita¨t des Materials selbst so-
wie der unterschiedlichen Zusammensetzung und der Korngro¨ßen der Mineralien einer
Gesteinsart aus verschiedenen Lagersta¨tten.
Auf der Grundlage dieser Daten kann die Normalensteiﬁgkeit kn fu¨r den Partikel-
Wand- und den Partikel-Partikel-Kontakt berechnet werden. Bei einem Partikelra-
dius von 25 mm wu¨rde sich die Normalensteiﬁgkeit fu¨r die minimalen und maxima-
len Werte aus Tab. 4.3 in einem Bereich von 1,62 · 109 bis 9,96 · 109 N/m3/2 fu¨r den
Partikel-Partikel-Kontakt bewegen. Mit den Materialwerten von Stahl ergibt sich fu¨r
den Partikel-Wand-Kontakt ein Bereich von 2,97 · 109 bis 12,6 · 109 N/m3/2. Da fu¨r
die Simulation kein konkretes Material bestimmt wurde, dienen die angefu¨hrten Pa-
rameter lediglich als Abscha¨tzung. Zur Bestimmung der in der Simulation verwen-
deten Parameter wurde fu¨r die Mu¨hlenfu¨llung ein Schubmodul von 25 GPa und ei-
ne Querkontraktionszahl von 0,25 ausgewa¨hlt. Mit diesen Materialkennwerten ergibt
sich eine Normalensteiﬁgkeit von 4,97 · 109 N/m3/2 fu¨r den Partikel-Partikel- und von
10,9 · 109 N/m3/2 fu¨r den Partikel-Wand-Kontakt (s. a. Anhang A.2).
Die Berechnung der Da¨mpfungswerte erfolgt mit Hilfe von experimentell ermittelten
Stoßzahlen. Zu diesem Zweck wurden Fallversuche aus einer Ho¨he von 1,75 m mit
mehreren Gesteinsproben aus Diabas mit einem mittleren Probendurchmesser von
50 mm durchgefu¨hrt. Fu¨r die Ermittlung der Stoßzahlen des Partikel-Wand- und des
Partikel-Partikel-Kontaktes wurden jeweils die Ru¨cksprungho¨hen beim Auftreﬀen auf
eine Stahl- und eine Gesteinsunterlage gemessen. Die in Tab. 4.4 aufgelisteten Stoß-
zahlen weisen genauso wie die Schubmoduli und Querkontraktionszahlen eine große
Schwankungsbreite auf. Diese Unterschiede resultieren neben den Inhomogenita¨ten
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des Materials auch aus der unregelma¨ßigen Form der Probeko¨rper. Die Ru¨cksprung-
ho¨he variiert je nachdem, ob der Probeko¨rper mit einer Fla¨che, einer Bruchkante oder
einer spitzen Ecke auf die Unterlage auftriﬀt. Fu¨r den letzten Fall ist neben der Mate-
rialda¨mpfung mit einer zusa¨tzlichen Energiedissipation durch das Absplittern von klei-
neren Materialstu¨cken zu rechnen. Eine Autogenzerkleinerung ist bei diesen Versuchen
aufgrund der geringen Masse der Probestu¨cken nicht aufgetreten. Zur Berechnung der
Da¨mpfungswerte wurde fu¨r beide Kontaktarten eine Stoßzahl von e = 0,25 verwendet.
Nach Abb. 3.3 entspricht dies einem Wert von αd = 1,35 . Mit einer Partikelmasse von
0,17 kg und den vorher ermittelten Normalensteiﬁgkeiten ergeben sich Da¨mpfungs-
werte von 58,1 kNs/m5/4 fu¨r den Partikel-Wand- und 27,7 kNs/m5/4 fu¨r den Partikel-
Partikel-Kontakt.
Tabelle 4.4: Stoßzahlen mehrerer Gesteinsproben beim Auftreﬀen auf eine Gesteins-
und Stahlunterlage (mittlerer Probendurchmesser: 50 mm; Fallho¨he: 1,75 m)
Min. Mittel. Max.
Diabas–Diabas 0,08 0,22 0,36
Diabas–Stahl 0,08 0,29 0,53
Fu¨r die Berechnung der Tangentialkra¨fte werden Reibungskoeﬃzienten beno¨tigt. Da-
bei ist jeweils ein innerer Reibwert zwischen den Partikeln der Mu¨hlenfu¨llung und ein
Wandreibungswert zwischen der Mu¨hlenfu¨llung und dem Mu¨hlenzylinder zu beru¨ck-
sichtigen. Zur Charakterisierung der inneren Reibung von Schu¨ttgu¨tern wird die Scher-
festigkeit benutzt. Diese setzt sich aus dem Reibungswiderstand auf der Oberﬂa¨che der
Teilchen der Schu¨ttung und dem Verzahnungswiderstand aufgrund der unregelma¨ßigen
Form der Teilchen zusammen [66]. Sowohl der innere als auch der Wandreibungsko-
eﬃzient ha¨ngen vom Verfestigungszustandes des Schu¨ttgutes ab. Sie ko¨nnen aus der
Hu¨llkurve der Mohrschen Spannungskreise und mit Scherversuchen experimentell er-
mittelt werden. Der innere Reibwert von Kies und Splitt bewegt sich nach Angaben
von [25,66] im Bereich von 0,45 bis 0,8 und der Wandreibungswert auf Stahl im Bereich
von 0,2 bis 0,7. Fu¨r die Simulation haben sich in einem iterativen Prozess 0,525 fu¨r
den inneren Reibungwert und 0,49 fu¨r den Wandreibungswert als gu¨nstig erwiesen. Die
Ermittlung erfolgte durch die Gegenu¨berstellung des Bewegungszustandes der Mu¨h-
lenfu¨llung aus der Simulation mit experimentellen Aufnahmen an einer Modellmu¨hle.
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In der Simulation wird fu¨r die Integration der Bewegungsgleichungen eine Schrittweite
fu¨r die Zeit vorgegeben. Dabei muss die Schrittweite so klein gewa¨hlt werden, dass die
Stoßvorga¨nge mit der geringsten Kontaktzeit noch ausreichend genau abgebildet wer-














Nach dieser Gleichung tritt die kleinste Kontaktzeit fu¨r einen Partikel-Wand-Stoss bei
der gro¨ßten Auftreﬀgeschwindigkeit auf. Die maximale Geschwindigkeit in der Mu¨hle
entspricht einer Fallgeschwindigkeit von 6,3 m/s bei einer Fallho¨he in der Gro¨ße des
Mu¨hlendurchmessers von 2,05 m. Mit Gl. (4.5) betra¨gt die kleinste Stoßzeit 107 µs.
Bei der verwendeten Schrittweite von 10 µs wird damit jeder Stoß durch mindestens
10 Abtastpunkte abgebildet.






Panzerung 32 kleine und 32 große Hubleisten
Hubleistenho¨he 20 mm und 40 mm
Partikeldurchmesser 50 mm (λp = 41 )
Partikelanzahl 800 (bei ϕ = 0,25 )
960 (bei ϕ = 0,30 )
1120 (bei ϕ = 0,35 )
relative Drehzahl 65 %, 75 % und 85 %
Simulationsparameter
Steiﬁgkeit Partikel–Wand: 10,9 · 109 N/m3/2
Partikel–Partikel: 4,97 · 109 N/m3/2





Zeitschritt 10 · 10−6 s
5 Ergebnisse der Simulation
Mit dem in Kap. 4 entwickelten DEM-Modell wurden Bewegungssimulationen der
Mu¨hlenfu¨llung unter Variation der relativen Drehzahl und des Fu¨llungsgrades durch-
gefu¨hrt. Die Wahl der Parameter erfolgte anhand von u¨blichen Betriebsbedingungen.
Unter dem Gesichtspunkt der maximalen Umsetzung der kinetischen Energie der
herabfallenden Mahlko¨rper betra¨gt die optimale relative Drehzahl von Sturzmu¨hlen
75 % [34]. Der gro¨ßte Teil der Maschinen wird auch in der Praxis mit dieser Drehzahl
betrieben. Die Fu¨llungsgrade von Sturzmu¨hlen variieren in einem Bereich von 25 %
bis 45 % [22]. Deshalb wurde mittels der Simulation der Bewegungszustand bei einer
relativen Drehzahl von 75 % bei Fu¨llungsgraden von 25 %, 30 % und 35 % ermittelt.
Zur Untersuchung des Drehzahleinﬂusses sind auch noch Simulationen mit einem Fu¨l-
lungsgrad von 30 % bei relativen Drehzahlen von 65 % und 85 % durchgefu¨hrt worden.
Die in Kap. 3.2 vorgestellten Partikelwechselwirkungskra¨fte wurden in einen vorhan-
denen Simulationscode [44] integriert. Der Algorithmus der DEM ist im Anhang A.3
dargestellt (Abb. A.4). Aufgrund der kleinen Schrittweite fallen bei der Berechnung
eine große Anzahl von Zwischenergebnissen an. Deshalb wurden in dem Programm
daru¨ber hinaus noch Mo¨glichkeiten geschaﬀen, diese Datenmengen zu handhaben.
5.1 Bewegungszustand der Mu¨hlenfu¨llung
Der Berechnungsvorgang der Bewegungssimulation wurde zuna¨chst durch das schritt-
weise Hinzufu¨gen von Ko¨rpern in den drehenden Mu¨hlenzylinder initialisiert. Nach
wenigen Mu¨hlenumdrehungen stellte sich dann ein quasistationa¨rer Bewegungszustand
der Fu¨llung ein. In Abb. 5.1 a ist ein Augenblickszustand der Mu¨hlenfu¨llung beispiels-
weise fu¨r eine relative Drehzahl von 75 % und einem Fu¨llungsgrad von 30 % dargestellt.
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Die Mu¨hlenfu¨llung kann dabei visuell in einen kompakten und einen aufgelockerten Be-
reich unterteilt werden. In dem nierenfo¨rmig ausgepra¨gten kompakten Bereich liegen
die Partikel dicht aufeinander. In dem sichtbar aufgelockerten Bereich bewegen sich
die vereinzelten Ko¨rper auf einer Wurfbahn.
In der Darstellung der Bewegungsbahnen der Partikel (Abb. 5.1 b) ist deutlich die
Kataraktbewegung der Mu¨hlenfu¨llung zu erkennen. Jedoch bewegen sich die herabfal-
lenden Ko¨rper nicht wie in der Theorie in einem abgegrenzten Band (vgl. Abb. 2.4).
Der Bereich, in dem sich die Partikel auf einer Wurfbahn bewegen, ist sehr stark ge-
fa¨chert.
(a) Momentaufnahme des Bewegungszu-
standes der Mu¨hlenfu¨llung
(b) Bewegungsbahnen der Mu¨hlenfu¨llung
(dargestellt sind die Ha¨lfte aller be-
rechneten Ko¨rper u¨ber einen Simula-
tionszeitraum von t = 1 s)
Abbildung 5.1: Ergebnisse der DEM-Simulation (ϕ = 0,3 ; ψ = 0,75 )
In der Darstellung von Abb. 5.1 a sind in regelma¨ßigen Absta¨nden einzelne Ko¨rper zu
erkennen, die sehr viel weiter als die u¨brigen Partikel geworfen werden. In Abb. 5.1 b
sind diese Ko¨rper als die a¨ußere Partikelbahn erkennbar. Dabei handelt es sich genau
um die Partikel, die bei der Aufwa¨rtsbewegung des Fu¨llgutes, in Drehrichtung gesehen,
gerade vor einer hohen Hubleiste liegen. Da diese Ko¨rper nach dem Freiliegen erst u¨ber
die Kante der Hubleiste abrollen, werden sie spa¨ter abgeworfen und treﬀen somit direkt
auf die Zylinderwand auf. Dieser Eﬀekt hat mehrere negative Folgen. Zum einen wird
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die Mu¨hlenpanzerung an dieser Position sehr hoch beansprucht und fu¨hrt somit zu
einem erho¨htem Verschleiß der Panzerung. Außerdem ko¨nnen Kugelbru¨che auftreten.
Zum anderen arbeiten Kugelmu¨hlen bei einer solchen Mahlko¨rperbewegung uneﬀektiv,
da die Energie der auf die Wand auftreﬀenden Mahlko¨rper nicht in Zerkleinerungs-
arbeit umgesetzt werden kann, weil sich dort kaum Mahlgut beﬁndet. Dagegen ist
diese Bewegungsart bei der Autogenmahlung vorteilhaft, indem große Mahlgutstu¨cke
an der Wand zerkleinert werden. Auf der Basis der Simulationsergebnisse ist eine
Verwendung von relativ hohen Hubleisten mit Rechteckquerschnitt in Kugelmu¨hlen
ungu¨nstig. Andere Simulationsrechnungen, die sich mit der Optimierung von Mu¨hlen-
einbauten bescha¨ftigten, zeigten diesbezu¨glich einen Vorteil beim Einsatz von trapez-
und wellenfo¨rmigen Hubleisten [70].
Beim direkten Vergleich des Bewegungszustandes von Abb. 5.1 a und der Bewegung-
bahnen von Abb. 5.1 b ist anhand der unregelma¨ßigen Partikelbahnen ein kleiner Be-
V   [m/s]
MIN=0        
MAX=5.507    
     0       
     0.612   
     1.224   
     1.836   
     2.448   
     3.06    
     3.671   
     4.283   
     4.895   
     5.507   
Abbildung 5.2: Geschwindigkeitsfeld der Mu¨hlenfu¨llung, sektorenweise u¨ber
eine Simulationszeit von t = 1 s gemittelt (ϕ = 0,3 ; ψ = 0,75 )
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reich im Kern der Mu¨hlenfu¨llung zu erkennen, in dem sich eine geringe Anzahl von
Ko¨rpern auch noch bei einer relativen Drehzahl von 75 % in Form einer Kaskade bewe-
gen. In der Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes ist dieser Bereich durch eine geringe
mittlere Geschwindigkeit der Partikel gekennzeichnet (Abb. 5.2).
In den folgenden Abbildungen sind die Bewegungszusta¨nde der Mu¨hlenfu¨llung aller
berechneten Varianten jeweils bei konstanter relativer Drehzahl sowie bei konstantem
Fu¨llungsgrad gegenu¨bergestellt.
Bei den Simulationen mit gleicher relativer Drehzahl (Abb. 5.3) ist bei allen drei Fu¨l-
lungsgraden deutlich die schon beschriebene a¨ußere Bahn einzelner Partikel mit einem
identischen Verlauf zu erkennen. Mit steigendem Fu¨llungsgrad ist eine Vergro¨ßerung
des kompakten Bereiches der Mu¨hlenfu¨llung sowohl in radialer als auch in Umfangs-
richtung zu verzeichnen. Auch der aufgelockerte Bereich der Fu¨llung nimmt mit gro¨ßer
werdenden Fu¨llungsgrad zu.
Dagegen ist bei den Bewegungszusta¨nden mit konstantem Fu¨llungsgrad (Abb. 5.4) bei
zunehmender Drehzahl eine Verkleinerung des kompakten Bereiches in radialer Rich-
tung bei gleichzeitiger Ausbreitung in Umfangsrichtung ersichtlich. Der aufgelockerte
Bereich der Mu¨hlenfu¨llung nimmt in diesen Fa¨llen ebenfalls zu.
Bei einer hohen Mu¨hlendrehzahl zeichnet sich neben der Wurfbahn der Partikel, die
vor einer hohen Hubleiste liegen, eine zweite Partikelbahn mit geringerer Wurfweite
ab (Abb. 5.4 c). Hierbei handelt es sich nun um die Wurfbahn der Partikel, die vor
















































































(c) Fu¨llungsgrad: 35 %
















































































(c) Relative Drehzahl: 85 %
Abbildung 5.4: Vergleich der Bewegungszusta¨nde der Mu¨hlenfu¨llung bei einem Fu¨llungsgrad von 30 %
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5.2 Druckbelastung der Mu¨hlenfu¨llung
Wa¨hrend der Simulation der Fu¨llgutbewegung wurden gleichzeitig die Kontaktkra¨fte
zwischen den diskreten Elementen der Mu¨hlenwand und den Partikeln an der Wand er-
mittelt. Der entscheidende Vorteil dieser Simulationsmethode ist, dass auf diese Weise
sowohl die statischen als auch dynamischen Kra¨fte erfasst werden, die aus der Be-
wegung der Mu¨hlenfu¨llung resultieren. Aufgrund des quasistationa¨ren Zustandes der
Fu¨llgutbewegung wurde die Simulation u¨ber eine Zeit von 5 s durchgefu¨hrt und die
Ergebnisse dann zeitlich gemittelt. Bei dieser Mu¨hlengro¨ße entspricht der simulierte
Zeitraum 2,5 Umdrehungen bei einer relativen Drehzahl von 65 % bzw. 1,9 bei 85 %.
Fu¨r die Ermittlung der Druckverteilung wurden die auf die Mu¨hlenwand wirkenden
Kontaktkra¨fte u¨ber jedes einzelne Panzerungssegment (s. Abb. 4.3) aufsummiert und
der resultierende Kraftvektor in eine radial und tangential gerichtete Kraftkomponente
zerlegt. Aus den Radial- und Tangentialkra¨ften wurde anschließend mit der Grundﬂa¨-
che eines Panzerungselementes ein Radial- und Tangentialdruck ermittelt. Die beiden
Druckverla¨ufe sind ebenfalls mit Gl. (2.7) in eine dimensionslose Form u¨berfu¨hrt wor-
den.
In Abb. 5.5 wird die radiale und tangentiale Druckbelastung beispielsweise fu¨r eine
relative Drehzahl von 75 % und einem Fu¨llungsgrad von 30 % gezeigt. Zur besseren
Veranschaulichung sind die beiden Druckverla¨ufe zusammen mit dem Bewegungszu-
stand der Mu¨hlenfu¨llung qualitativ u¨ber den Umfang des Mu¨hlenzylinders dargestellt.
In dieser Darstellung ist deutlich zu erkennen, dass das lokale Maximum des radialen
Druckes, bei einem Winkel von etwa 330◦, aus dem Auftreﬀen der a¨ußeren Partikel auf
die Mu¨hlenwand resultiert. Das absolute Maximum des Radialdrucks baut sich rela-
tiv schnell mit Beginn des kompakten Bereiches der Mu¨hlenfu¨llung auf und fa¨llt dann
gleichma¨ßig zum oberen Punkt des Bereiches ab. Am Beginn des kompakten Bereiches
der Fu¨llung beﬁndet sich ebenfalls das Maximum des tangentialen Druckes. Die ho¨he-
ren tangentialen Kra¨fte in diesem Abschnitt resultieren aus dem Richtungswechsel der
Partikel nach dem Auftreﬀen und dem Beschleunigen in Umfangsrichtung (vgl. auch
Abb. 5.2).
In den folgenden Abbildungen sind die radialen und tangentialen Druckverla¨ufe in
dimensionsloser Form jeweils bei konstanter relativer Drehzahl sowie bei konstantem
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radial
tangential
Abbildung 5.5: Qualitativer Verlauf des radialen und tangentialen Fu¨llgutdrucks,
aufgetragen u¨ber den Umfang des Mu¨hlenzylinders (ϕ = 0,3 ; ψ = 0,75 )
Fu¨llungsgrad fu¨r die berechneten Varianten gegenu¨bergestellt. Bei den Verla¨ufen mit
gleicher relativer Drehzahl (Abb. 5.6) ist in der absoluten Ho¨he der Dru¨cke deutlich
der Einﬂuss des Fu¨llungsgrades ersichtlich. Daru¨ber hinaus ist sowohl beim radialen
als auch beim tangentialen Druck mit steigendem Fu¨llungsgrad eine Verschiebung der
Maxima entgegen der Drehrichtung der Mu¨hle zu erkennen. Aufgrund der identischen
relativen Drehzahl beﬁnden sich die Anfangs- und Endpunkte der Verla¨ufe bei gleichen
Winkelpositionen. Die Partikel der a¨ußeren Bahn bewirken beim Auftreﬀen auf die
Mu¨hlenwand fu¨r alle Fu¨llungsgrade einen einheitlich hohen radialen Druck.
Die Unterschiede in der absoluten Ho¨he der Dru¨cke sind bei den Verla¨ufen mit gleichem
Fu¨llungsgrad (Abb. 5.7) nur gering. Die auf den Zylinder wirkende Gewichtskraft der
Fu¨llung wird bei zunehmender Drehzahl geringer, da der kompakte Bereich der Mu¨h-
lenfu¨llung in radialer Richtung schmaler wird (s. Abb. 5.2). Gleichzeitig wird aber die
Zentrifugalkraft bei ho¨heren Drehzahlen gro¨ßer. Demzufolge wird im simulierten Dreh-
zahlbereich die kleiner werdende Gewichtskraft der Fu¨llung durch die gro¨ßer werdende
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Zentrifugalkraft kompensiert. Die Streckung des kompakten Bereiches der Mu¨hlenfu¨l-
lung in Umfangsrichtung bei ho¨heren Drehzahlen spiegelt sich in einer Dehnung der
Druckverla¨ufe u¨ber einen gro¨ßeren Winkelbereich wider.
Die Kraftwirkung im Auftreﬀbereich der a¨ußeren Partikelbahn ist bei einer relativen
Drehzahl von 65 % kaum ausgepra¨gt. Dagegen erzeugen die Partikel auf den beiden
a¨ußeren Bahnen bei einer relativen Drehzahl von 85 % einen deutlichen radialen Druck.
Auch der tangentiale Druck in Drehrichtung der Mu¨hle wird durch diese Partikel gro¨-
ßer. Durch die erho¨hte Wurfbahn ist der Auftreﬀwinkel der Partikel auf der a¨ußeren
Partikelbahn kleiner als 90◦. Deshalb ist an dieser Stelle im tangentialen Verlauf ein po-
sitiver Druck, das heißt eine Kraftwirkung in Drehrichtung der Mu¨hle, zu verzeichnen
(s. Abb. 5.7 b).







































Abbildung 5.6: Verlauf des dimensionslosen Fu¨llgutdrucks auf die Zylinderwand
aus der DEM-Simulation fu¨r verschiedene Fu¨llungsgrade (ψ = 0,75)







































Abbildung 5.7: Verlauf des dimensionslosen Fu¨llgutdrucks auf die Zylinderwand
aus der DEM-Simulation fu¨r verschiedene relative Drehzahlen (ϕ = 0,3)
6 Bewertung der Simulationsergebnisse
6.1 Bewertungsstrategie
Die in Kap. 5.2 pra¨sentierten Simulationsergebnisse sind die Resultate einer numeri-
schen Berechnung. Dafu¨r wurde ein DEM-Modell verwendet, bei dem hinsichtlich der
Berechenbarkeit Einschra¨nkungen und starke Vereinfachungen vorgenommen werden
mussten (s. Kap. 4.2). Aus diesem Grund stellt sich nun prinzipiell die Frage nach der
Qualita¨t der Simulationsergebnisse.
Die Bewertung der Simulationsergebnisse wird im folgenden auf drei verschiedenen
Wegen durchgefu¨hrt (Abb. 6.1):
1. Die Bewegungszusta¨nde der Mu¨hlenfu¨llung aus der Simulation werden mit foto-
graﬁschen Aufnahmen an einer Modellmu¨hle mit zwei verschiedenen Fu¨llungen
verglichen. Die beim Versuch zu variierenden Mu¨hlenparameter, Fu¨llungsgrad
und relative Drehzahl, entsprechen den Werten der Simulationsrechnungen. Das
Kriterium fu¨r die Bewertung ist die Verteilung der Mu¨hlenfu¨llung im Zylinder
(Kap. 6.3).
2. Die aus der Simulation ermittelten Druckverteilungen der Mu¨hlenfu¨llung auf den
Mu¨hlenzylinder werden gemessenen Kraftverteilungen an einer Modellmu¨hle ge-
genu¨bergestellt. Dieser Vergleich wird qualitativ durchgefu¨hrt, da die Mu¨hlen-
panzerung der Modellmu¨hle sowie die beim Versuch gewa¨hlten relativen Dreh-
zahlen nicht exakt mit dem Simulationsmodell u¨bereinstimmen (Kap. 6.4).
3. Die simulierte Druckverteilung der Mu¨hlenfu¨llung dient als Belastungsverteilung
in einem FEM-Berechnungsmodell einer SAG-Mu¨hle. Die berechneten Spannun-
gen werden mit den Spannungen aus einer Dehnungsmessung an einer Techni-
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Abbildung 6.1: Vorgehensweise zur Bewertung der Simulationsergebnisse
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kumsmu¨hle verglichen. Im Rahmen dieser Bewertung wird die simulierte Druck-
verteilung theoretisch ermittelten Lastansa¨tzen gegenu¨bergestellt (Kap. 6.5).
Bei der Durchfu¨hrung von Modellversuchen sind hinsichtlich der Vergleichbarkeit der
verschiedenen Versuche untereinander und der Gegenu¨berstellung der experimentellen
Ergebnisse mit Berechnungen generell die Versuchsbedingungen festzulegen. Um die
Vergleichbarkeit zu gewa¨hrleisten, mu¨ssen Versuche und Berechnungen unter a¨hnlichen
Bedingungen durchgefu¨hrt werden. Das Kriterium dafu¨r sind die A¨hnlichkeitskennzah-
len des konkreten Untersuchungsobjektes.
Im folgenden Abschnitt werden die A¨hnlichkeitskennzahlen fu¨r Sturzmu¨hlen ermit-
telt, die die Grundlage fu¨r die Vergleichbarkeit der Ergebnisse aus den numerischen
Berechnungen und den Experimenten an den Modellmu¨hlen bilden.
6.2 Ermittlung von A¨hnlichkeitskennzahlen
mit Hilfe der Dimensionsanalyse
Bei experimentellen Untersuchungen an Modellen wird die Modelltechnik angewendet.
Mit Hilfe der Verfahren der Modelltechnik werden physikalisch a¨hnlichen Modelle er-
stellt, die Bedingungen der Versuchsdurchfu¨hrung festgelegt sowie die Ergebnisse der
Versuche u¨bertragen. Fu¨r die U¨bertragbarkeit der Modellversuche wird ein eindeuti-
ger Zusammenhang zwischen den physikalischen Vorga¨ngen von Modell und Original
vorausgesetzt. Zur Bestimmung der physikalischen A¨hnlichkeit mu¨ssen alle geometri-
schen und physikalischen Gro¨ßen, die das zu untersuchende System vollsta¨ndig cha-
rakterisieren, bekannt sein. Die Beschreibung des physikalischen Prozesses erfolgt mit
mathematischen Beziehungen. Sind diese unbekannt, ko¨nnen die Modellgesetze mit
Hilfe der Dimensionsanalyse hergeleitet werden. [63]
Der funktionale Zusammenhang eines Systems wird durch eine bestimmte Anzahl von
dimensionsbehafteten Einﬂussgro¨ßen beschrieben. Mit der Dimensionsanalyse kann
das System auf einen funktionalen Zusammenhang von dimensionslosen Kennzahlen
reduziert werden. Die Ermittlung dieser Kennzahlen erfolgt auf der Grundlage des
Π-Theorem.
Die das System Sturzmu¨hle bestimmenden physikalischen Gro¨ßen sind der Mahlraum-
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durchmesser D, die Mahlraumla¨nge L, die Winkelgeschwindigkeit des Zylinders ω so-
wie die Dichte 0 und Masse m der Mu¨hlenfu¨llung (Abb. 6.2 b). Zur Vollsta¨ndigkeit der
Dimensionsmatrix muss noch die Erdbeschleunigung g in die Betrachtungen mit ein-
bezogen werden. Der allgemeine funktionale Zusammenhang dieser N = 6 voneinander
unabha¨ngigen Gro¨ßen stellt sich in folgender Form dar:
f(D,L, 0, g,m, ω) = 0 (6.1)
[L] [M] [T]
D 1 0 0
L 1 0 0
0 -3 1 0
g 1 0 -2
m 0 1 0






(b) Physikalische Gro¨ßen im System
Sturzmu¨hle
Abbildung 6.2: Dimensionsmatrix der physikalischen Gro¨ßen des Systems Mu¨hle
im [LMT]-Einheitensystem
Im physikalischen [LMT]-Einheitensystem lassen sich die sechs Gro¨ßen mit den drei
Grundeinheiten fu¨r die La¨nge, Masse und Zeit in einer Dimensionsmatrix darstellen
(Abb. 6.2 a). Die Koeﬃzienten der Matrix sind die Exponenten der Einheiten. Der
Rang dieser Matrix ist r = 3. Nach dem Π-Theorem folgen daraus N −r = 3 dimensi-
onslose Π-Gro¨ßen [30]. Zu den Verfahren der Dimensionsanalyse und deren praktischen
Handhabung sei auf [48] verwiesen. Bei der Matrixmethode erfolgt die Ermittlung der
Kennzahlen durch die Aufstellung von Gleichungssystemen. Deren Lo¨sungen sind dann
die Exponenten der Dimensionen der variierten Gro¨ßen (6.2)–(6.4).
Π
′
1 = L (D)
−1 (0)0 (g)0 (6.2)
Π
′
2 = m (D)
−3 (0)−1 (g)0 (6.3)
Π
′
3 = ω (D)
0,5 (0)0 (g)−0,5 (6.4)
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Aus diesen Kennzahlen werden die endgu¨ltigen Π-Gro¨ßen abgeleitet. Π
′
1 ist ein A¨hn-







Bei Sturzmu¨hlen wird das La¨ngen-Durchmesser-Verha¨ltnis mit λ bezeichnet. Die zwei-
te Π-Gro¨ße (6.3) wird so umgeformt, dass der Nenner proportional dem Zylindervo-
lumen ist. Die abgeleitete Gro¨ße stellt den Mu¨hlenfu¨llungsgrad ϕ dar. Dimensionslose













Die dritte Π-Gro¨ße (6.4) ist proportional der relativen Drehzahl ψ. Das Quadrat dieser









Fr ∼ ψ (6.7)
Mit den drei ermittelten Π-Gro¨ßen la¨sst sich der allgemeine funktionale Zusammen-
hang von (6.1) mit sechs unabha¨ngigen Gro¨ßen auf einen Zusammenhang mit nur drei
Gro¨ßen reduzieren:
F (λ, ψ, ϕ) = 0 (6.8)
Aus dieser Betrachtung folgt, dass Sturzmu¨hlen a¨hnlich sind, wenn diese das gleiche
L/D-Verha¨ltnis λ aufweisen sowie bei gleichem Mu¨hlenfu¨llungsgrad ϕ und gleicher
relativer Drehzahl ψ betrieben werden. Unter diesen Voraussetzungen ko¨nnen die Ge-
setze der A¨hnlichkeitstheorie angewandt werden. Die Ergebnisse der Modellversuche
ko¨nnen somit unter Verwendung von A¨hnlichkeitsmaßsta¨ben auf das Original u¨ber-
tragen bzw. untereinander verglichen werden. Wichtig ist, dass die Dichte der in den
Versuchen verwendeten Materialien keinen Einﬂuss auf die U¨bertragung der Ergebnis-
se haben.
6.3 Vergleich des simulierten Bewegungszustandes mit Modellaufnahmen 68
6.3 Vergleich des simulierten Bewegungszustandes
mit Modellaufnahmen
Fu¨r die Bewertung der Simulationsergebnisse wird zuerst die Verteilung der Mu¨h-
lenfu¨llung aus den Simulationen mit fotograﬁschen Aufnahmen an der Stirnseite einer
Modellmu¨hle verglichen. Die experimentellen Untersuchungen zur Bewegung der Mu¨h-
lenfu¨llung erfolgten an einem Modell mit einem Durchmesser von 200 mm. Zur Abmes-
sung der simulierten Mu¨hle entspricht dies einem Modellmaßstab von etwa 1 : 10 . Zur
Vollsta¨ndigkeit und Gewa¨hrleistung der geometrischen A¨hnlichkeit wurde die gleiche
Anzahl von maßsta¨blich verkleinerten Hubleisten im Modell eingebaut. Als Mu¨hlen-
fu¨llung wurden Glaskugeln und Gestein jeweils in der Gro¨ße von 5 mm verwendet.
Damit liegt bei den Versuchen ein Partikelverha¨ltnis von λp = 40 vor. Fu¨r die Ver-
gleichbarkeit wurden die A¨hnlichkeitskennzahlen relative Drehzahl und Fu¨llungsgrad
im gleichen Bereich wie bei den Simulationsrechnungen variiert.
In den Abb. 6.3 bis Abb. 6.7 sind die Modellaufnahmen der Fu¨llungsbewegung fu¨r bei-
de Materialien mit den entsprechenden Bewegungszusta¨nden aus der DEM-Simulation
gegenu¨bergestellt. Zuna¨chst ist u¨berraschend, dass die Unterschiede im Bewegungszu-
stand zwischen den Glaskugeln und dem Mamorsplit nur gering sind. Jedoch ist bei
den Modellaufnahmen die charakteristische a¨ußere Partikelbahn der Simulation nicht
vollsta¨ndig erkennbar. Dieser Eﬀekt ist aufgrund von einzelnen zwischen den Hubleis-
ten eingeklemmten Partikeln nicht deutlich genug hervorgetreten.
Aus dem Vergleich des simulierten Bewegungszustandes der Mu¨hlenfu¨llung mit den
Modellaufnahmen ist ersichtlich, dass sowohl der kompakte als auch der aufgelockerte
Bereich der Fu¨llung in den drei Teilbildern der einzelnen Darstellungen im Wesentli-
chen deckungsgleich sind. Ein Kriterium fu¨r die Gleichfo¨rmigkeit der simulierten und
experimentellen Fu¨llgutverteilungen sind daru¨ber hinaus der obere Ablo¨sepunkt und
der untere Auftreﬀbereich der Mu¨hlenfu¨llungen. Aufgrund der relativ guten U¨berein-
stimmung der Fu¨llgutverteilung aus der Simulation mit den Fu¨llgutverteilungen der
beiden Versuche kann festgestellt werden, dass die Bewegung der Fu¨llung in Sturz-























































































(c) Modellversuche mit Gestein
Abbildung 6.3: Vergleich der Bewegungszusta¨nde aus der DEM-Simulation und Modellversuchen























































































(c) Modellversuche mit Gestein
Abbildung 6.4: Vergleich der Bewegungszusta¨nde aus der DEM-Simulation und Modellversuchen























































































(c) Modellversuche mit Gestein
Abbildung 6.5: Vergleich der Bewegungszusta¨nde aus der DEM-Simulation und Modellversuchen























































































(c) Modellversuche mit Gestein
Abbildung 6.6: Vergleich der Bewegungszusta¨nde aus der DEM-Simulation und Modellversuchen























































































(c) Modellversuche mit Gestein
Abbildung 6.7: Vergleich der Bewegungszusta¨nde aus der DEM-Simulation und Modellversuchen
(Fu¨llungsgrad 30 %; relative Drehzahl 85 %)
6.4 Gegenu¨berstellung der berechneten Druckverla¨ufe mit gemessenen Kraftverla¨ufen 74
6.4 Gegenu¨berstellung der berechneten Druck-
verla¨ufe mit gemessenen Kraftverla¨ufen
Zur Veriﬁkation der aus der Simulation abgeleiteten Druckverteilung der Mu¨hlenfu¨l-
lung eignet sich am besten eine experimentelle Analyse an einer solchen Maschine. Die
Messung der Druckverteilung an der Zylinderwand einer Mu¨hle gestaltet sich jedoch
aufgrund der rauen Versuchsbedingungen im Inneren einer Sturzmu¨hle als schwierig.
Da keine anderen Messergebnisse von Sturzmu¨hlen zur Verfu¨gung standen, konnten
fu¨r einen Vergleich nur die von Moys durchgefu¨hrten Untersuchungen an einer La-
borkugelmu¨hle mit einem Durchmesser von 550 mm verwendet werden [59]. Bei die-
sen Versuchen wurde mittels eines pra¨parierten Panzerungselementes der radiale und
tangentiale Kraftverlauf der Mu¨hlenfu¨llung bei verschiedenen relativen Drehzahlen ge-
messen. Aus den zur Verfu¨gung stehenden Messungen wurden die Verla¨ufe mit einem
Fu¨llungsgrad von 36,7 % bei relativen Drehzahlen von 70 %, 77 % und 86 % separiert
(Abb. 6.8 b) und den Druckverla¨ufen aus der Simulation gegenu¨bergestellt (Abb. 6.8 a).
Ein markanter Unterschied in den Randbedingungen der Messung und der Simulation
besteht in der Form der eingesetzten Panzerung. Den Simulationsrechnungen lag ein
Rechteckproﬁl mit kleinen und großen Hubleisten zugrunde. Dagegen wurde bei den
Messungen eine Panzerung mit Wellenproﬁl verwendet.
Trotz der unterschiedlichen Mu¨hlenparameter und Panzerungsformen ist dennoch ein
qualitativer Vergleich der simulierten Druckverla¨ufe mit den gemessenen Kraftverla¨u-
fen mo¨glich. Sowohl die radialen als auch die tangentialen Verla¨ufe der Simulation sind
in einem großen Bereich a¨hnlich der Messung. Auch der geringe Einﬂuss der Drehzahl
auf die Ho¨he der Dru¨cke bzw. Kra¨fte ist in beiden Darstellungen analog. Die Verla¨ufe
aus Simulation und Messung werden mit zunehmender relativer Drehzahl aufgrund der
breiteren Verteilung der Mu¨hlenfu¨llung u¨ber den Umfang des Zylinders gestreckt. Ein
signiﬁkanter Unterschied ist in den Druckspitzen der Simulationsergebnisse bei einem
Winkel von etwa 330 ◦ ersichtlich, denn bei den Messungen ist dieser Eﬀekt nicht zu
beobachten. Der Grund dafu¨r liegt an den unterschiedlichen Panzerungsformen. Bei
einem Wellenproﬁl rollen die Partikel der Mu¨hlenfu¨llung fru¨her ab und werden nicht
soweit angehoben wie bei einem Rechteckproﬁl. Das bedeutet, dass eine Panzerung
mit dieser Proﬁlierung auch bei ho¨heren Drehzahlen nicht durch einzelne herabfal-
lende Ko¨rper beansprucht wird und sich dies demzufolge auch nicht im Kraftverlauf
widerspiegelt.





























(a) Berechnete radiale und tangentiale Dru¨cke aus der Simulation an einem DEM-
























(b) Gemessene radiale und tangentiale Kra¨fte an einer Laborkugelmu¨hle mit Wel-
lenpanzerung, Fu¨llungsgrad 36,7 % (Quelle: [59])
Abbildung 6.8: Gegenu¨berstellung der Druckverla¨ufe aus der DEM-Simulation mit
gemessenen Kraftverla¨ufen einer Laborkugelmu¨hle
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6.5 Anwendung der Belastungsansa¨tze
in FE-Berechnungen
6.5.1 Gegenu¨berstellung der Belastungsansa¨tze
In Kap. 2.4 wurden die drei theoretischen Ansa¨tze Stillstand, Kaskade und Kata-
rakt fu¨r die Modellierung der Fu¨llgutbelastung vorgestellt. Beim Lastansatz Stillstand
werden lediglich die Gewichtskra¨fte der ruhenden, gleichma¨ßig im Mu¨hlenzylinder ver-
teilten Mu¨hlenfu¨llung betrachtet. Obwohl die Belastung hydrostatisch angenommen
wird, kommt dieser Lastansatz fu¨r die Auslegung von Sturzmu¨hlen zur Anwendung.
Die Lastansa¨tze Kaskade und Katarakt beru¨cksichtigen dagegen die Auslenkung der
Mu¨hlenfu¨llung auf der Grundlage von theoretischen Bewegungsmodellen. In die Er-
mittlung der Belastungen werden daru¨ber hinaus die Zentrifugalkra¨fte der Fu¨llung mit
einbezogen. Die Dynamik der Mu¨hlenfu¨llung wird aber auch bei diesen Ansa¨tzen nicht
betrachtet.
Mittels der DEM konnten in Kap. 5.2 die Belastungen auf den Mu¨hlenzylinder ermit-
telt werden, die auf der realistischen Bewegung der Mu¨hlenfu¨llung beruhen und neben
den statischen Kra¨ften auch die dynamischen Anteile beru¨cksichtigen. In Abb. 6.9 sind
die Belastungen aus der Simulation zusammen mit den drei theoretischen Lastansa¨tzen
dargestellt.
Erwartungsgema¨ß ist das absolute Maximum des radialen Druckes aus der DEM-
Simulation aufgrund des Mischzustandes der tatsa¨chlichen Fu¨llgutbewegung gro¨ßer
als im Lastansatz Katarakt und geringer als im Lastansatz Kaskade (Abb. 6.9 a). Im
oberen Bereich der Mu¨hlenfu¨llung (β = 150 ◦. . . 200 ◦) ist der radiale Druck aus der
Simulation identisch mit dem Druck des Lastansatzes Katarakt. Im mittleren Bereich
wa¨chst der simulierte Druck aufgrund des gro¨ßeren kompakten Bereiches der Fu¨llung
sta¨rker an. Nach dem Maximum stimmt der simulierte Druck in radialer Richtung
nahezu mit dem Druck aus dem Lastansatz Kaskade u¨berein. Dagegen kann der be-
rechnete tangentiale Druck aus der Simulation durch keinen theoretischen Ansatz auch
nur anna¨hernd abgebildet werden (Abb. 6.9 b).
Fu¨r die Bewertung der aus der DEM-Simulation ermittelten Druckverteilung der Mu¨h-
lenfu¨llung auf den Mahlzylinder wird diese in einer FE-Berechnung einer SAG-Mu¨hle









































Abbildung 6.9: Gegenu¨berstellung der theoretischen Lastansa¨tze mit dem Lastan-
satz aus der DEM-Simulation (ψ = 0,75; ϕ = 0,3)
als Belastungsverteilung angewendet. Diese Berechnung erfolgt außerdem mit den drei
theoretischen Lastansa¨tzen. Die berechneten Spannungen werden Spannungen aus ei-
ner Dehnungsmessung an einer Mu¨hle gegenu¨bergestellt.
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6.5.2 Messung und Berechnung der Zylinderbeanspruchung
einer SAG-Mu¨hle
Fu¨r die Beurteilung der verschiedenen Lastansa¨tze werden Dehnungsmessungen ver-
wendet, die am Zylinder einer SAG-Mu¨hle einer Versuchsmahlanlage im diskontinuier-
lichen Betrieb aufgenommen wurden. Die Mu¨hle ist eine auf vier Lagerschuhen je Seite
gleitringgelagerte Trommelmu¨hle mit einem Durchmesser von 2,1 m und eine La¨nge
von 1 m (Abb. 6.10). Hierbei handelt es sich genau um die Mu¨hle, die auch als Vorlage
fu¨r das Simulationsmodell verwendet worden ist. Die Anzahl und Geometrie der Hub-
leisten der gemessenen Mu¨hle sind mit dem DEM-Modell identisch. Das heißt, dass
sich die Dehnungsmessungen und die simulierten Lastansa¨tze auf eine vergleichbare
Mahlgutbewegung beziehen.
Abbildung 6.10: SAG-Mu¨hle der Versuchsmahlanlage mit applizierter Messtechnik
Der Zylinder der Mu¨hle ist je einmal radial und axial geteilt. Die Vergleichsmessstelle
beﬁndet sich an der Außenseite des Mu¨hlenzylinders mittig zwischen dem Umfangs-
ﬂansch und einem Gleitring (Abb. 6.11). An dieser Stelle wurde eine 45◦-DMS-Rosette
mit drei Messgittern appliziert. Aus den u¨ber mehreren Mu¨hlendrehungen gemessenen
6.5 Anwendung der Belastungsansa¨tze in FE-Berechnungen 79
Dehnungen )x und )y wurden mit
σx =
E
1− ν2 ()x + ν )y) (6.9)
σy =
E
1− ν2 ()y + ν )x) (6.10)
die Spannungen fu¨r den ebenen Spannungszustand an der Zylinderoberﬂa¨che berech-
net. Die Spannungen in den lokalen Koordinaten x und y des DMS entsprechen
gleichzeitig den Spannungen in axialer und Umfangsrichtung des Mu¨hlenzylinders
(Abb. 6.12). Fu¨r den Vergleich mit den Berechnungen wurden die Zeitsignale gegla¨ttet,
u¨ber fu¨nf Mu¨hlenumdrehungen gemittelt und entsprechend der zeitlichen Position der
Messstelle auf den Umfang der Mu¨hle bezogen dargestellt.
















Abbildung 6.12: Berechnete Axial- und Tangentialspannungen aus gemessenen
Dehnungen (Lastfall 5 u¨ber 5 Mu¨hlenumdrehungen)
Die Dehnungsmessungen wurden mit drei verschiedenen Fu¨llungsgraden bei einer re-
lativen Drehzahl von 75 % durchgefu¨hrt (Tab. 6.1). Als Mu¨hlenfu¨llung wurde Ge-
steinsmaterial bis zu einer Gro¨ße von 76 mm mit einem Mahlko¨rperanteil von 15 %
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verwendet. Die Mahlko¨rper waren Stahlkugeln in der Gro¨ße von 25 bis 30 mm. Das
Lu¨ckenvolumen dieser Fu¨llung wurde anschließend mit Wasser aufgefu¨llt. Die Gesamt-
masse der Beladung ergibt sich aus den Massen von Mahlgut, Mahlko¨rper und dem
Wasser. Zum Vergleich wurden die Dehnungen daru¨ber hinaus im leeren und wasser-
gefu¨llten Zustand bei einer geringeren Mu¨hlendrehzahl gemessen.
Tabelle 6.1: Gemessene Lastfa¨lle
Lastfall Fu¨llung Beladung Fu¨llungsgrad rel. Drehzahl
kg % %
1 (leer) 0 0 15
2 Wasser 1100 35 15
3 Mahlgut 2000 25 75
4 Mahlgut 2400 30 75
5 Mahlgut 2670 33 75
Zu den gemessenen Lastfa¨llen wurden FE-Berechnungen durchgefu¨hrt. Die Modellie-
rung der Zylinderbelastung durch die Mu¨hlenfu¨llung erfolgte mit den vier verschiede-
nen Lastansa¨tzen Stillstand, Kaskade, Katarakt und DEM-Simulation. Die Druckver-
teilung wurde mit dem Mu¨hlenradius und der eﬀektiven Dichte der Beladung auf der
Grundlage der dimensionslosen Druckverla¨ufe entsprechend Gl. (2.7) ermittelt. Das
fu¨r die Berechnung verwendete FE-Modell ist in Abb. 6.13 dargestellt. In dem Modell
sind der Mu¨hlenzylinder mit Flanschen und Gleitringen, die Stirnscheiben sowie der
Zahnkranz integriert. Als Elementtyp wurde ein Volumenelement mit quadratischem
Ansatz verwendet. Da die Belastungen aus der Mu¨hlenfu¨llung unsymmetrisch wirken,
wurde die Mu¨hle ohne Symmetrieebenen voll modelliert. Die untere Ha¨lfte des Modells,
in der die Lager- und zum großen Teil die Fu¨llgutlasten wirken, ist in Umfangsrichtung
feiner vernetzt worden.
Die Beru¨cksichtigung der zusa¨tzlichen Gewichte der Mu¨hleneinbauten erfolgte durch
ho¨here Dichten der angrenzenden modellierten Baugruppen. Die versteifende Wirkung
der Panzerung wurde im Rahmen vorangegangener Untersuchungen an dieser Mu¨hle
ermittelt [95]. Dafu¨r wurden neben den Lastfa¨llen 1 und 2 (Tab. 6.1), die an einer
Mu¨hle mit Panzerung gemessen wurden, zwei weitere Lastfa¨lle mit den gleichen Be-
ladungen an einer ungepanzerten Mu¨hle durchgefu¨hrt. Gema¨ß dem Superpositions-




Abbildung 6.13: FE-Modell der SAG-Mu¨hle (Darstellung im 7/8-Schnitt)
prinzip entsprechen die Spannungsdiﬀerenzen aus Lastfall 2 und 1 den Spannungen
einer masselosen wassergefu¨llten Mu¨hle. Dieser Diﬀerenzlastfall wurde auch fu¨r die
Lastfa¨lle der ungepanzerten Mu¨hle errechnet. Aus den unterschiedlichen Spannungen
der beiden Diﬀerenzlastfa¨lle konnte dann der Steiﬁgkeitseinﬂuss der Panzerung auf die
Mu¨hlenstruktur ermittelt werden. Dieser wurde u¨ber zusa¨tzliche Elementsteiﬁgkeiten
im FE-Modell beru¨cksichtigt.
Die Lastho¨he bei den einzelnen Lastansa¨tzen in der Berechnung wurde entsprechend
der Beladung der Mu¨hle bei den gemessenen Lastfa¨llen festgesetzt. Bei den Lastansa¨t-
zen Stillstand und Kaskade wurde ein Wanddruck auf die Stirnscheiben beru¨cksichtigt.
Aufgrund der geringeren Kontaktﬂa¨che von ruhenden Partikeln an den Stirnﬂa¨chen
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bei den Lastansa¨tzen Katarakt und DEM-Simulation wurde hier kein Seitendruck mo-
delliert. Die Reaktionskra¨fte in Umfangsrichtung sind als Antriebskra¨fte anzusehen.
Das Gleichgewicht in vertikaler Richtung wurde durch die Ho¨he des Lagerdruckes der
Gleitschuhe eingestellt. Auf alle vier Lager einer Seite wirkt der gleiche Druck.
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Abbildung 6.14: von Mises-Vergleichsspannung bei Anwendung der Belas-
tung aus der DEM-Simulation (Fu¨llungsgrad 33 %)
In Abb. 6.14 ist das Ergebnis einer Berechnung in Form der von Mises-Vergleichsspan-
nung dargestellt. Auffa¨llig sind zuna¨chst die hohen Beanspruchungen im Bereich der
Gleitringe an den Stellen der Lagerschuhe. Die relativ hohen Steiﬁgkeiten des Gleitrin-
ges und des Umfangsﬂansches fungieren hier als Einspannstellen. Gegenstand dieser
Untersuchung sind die Spannungen im ungesto¨rten Bereich des Mu¨hlenzylinders an
der markierten Position in Abb. 6.14. Die Lage der Messstelle zwischen dem Umfangs-
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ﬂansch und dem Gleitring wurde gewa¨hlt, weil hier die ho¨chsten Dehnungen aufgrund
der Durchbiegung des Mu¨hlenzylinders durch die Mu¨hlenfu¨llung erfasst werden. Hier
liegt ein u¨berlagerter Beanspruchungszustand aus Biege- und Membranspannungen
vor.
6.5.3 Vergleich der Berechnungen mit Messergebnissen
Zur Gegenu¨berstellung der Berechnungsergebnisse mit den gemessenen Verla¨ufen wur-
den die Lastfa¨lle 2 und 5 ausgewa¨hlt. Bei diesen beiden Lastfa¨llen war die Mu¨hle auf
ein anna¨hernd gleiches Niveau gefu¨llt. Beim Lastfall 2 lag durch die Wasserfu¨llung eine
rein hydrostatische Belastung des Mu¨hlenzylinders vor. Aufgrund der geringen Dreh-
zahl wurde die Wasserfu¨llung nicht ausgelenkt. Die Messung des Lastfalls 5 erfolgte
unter Betriebsbedingungen bei einer relativen Drehzahl von 75 % mit einer Mahlgut-
fu¨llung von 33 %.
Fu¨r alle gemessenen Lastfa¨lle (s. Tab. 6.1) wurden FE-Berechnungen durchgefu¨hrt. Die
Lastfa¨lle 1 und 2 (leere und wassergefu¨llte Mu¨hle) wurden lediglich mit dem Lastansatz
Stillstand berechnet. Bei den Lastfa¨llen 3 bis 5 (mahlgutgefu¨llte Mu¨hle) wurden alle
vier Lastansa¨tze angewendet (s. Abb. 6.9).
Eine Gegenu¨berstellung der Berechnungsergebnisse mit den Messergebnissen erfolgt
in den einzelnen Darstellungen von Abb. 6.15. Aufgrund der hydrostatischen Belas-
tung, sowohl bei der Messung als auch bei der Berechnung, ist fu¨r den Lastfall 2 und
dem Lastansatz Stillstand eine gute qualitative und quantitative U¨bereinstimmung zu
verzeichnen (Abb. 6.15 a). Den gemessenen Spannungsverla¨ufen sind an den Winkelpo-
sitionen der Lagerschuhe bei 135◦, 165◦, 195◦ und 225◦ Abweichungen u¨berlagert, die
unvermeidbar aus einer ungleichma¨ßigen Belastung der einzelnen Lager resultieren. Im
Vergleich zum Lastfall 2 ist beim Lastfall 5 eine Verschiebung des Spannungsverlaufes
ersichtlich (s. Abb. 6.15 a und Abb. 6.15 b). Hier spiegelt sich die vera¨nderte Belas-
tung der ausgelenkten Mu¨hlenfu¨llung gegenu¨ber einer gleichma¨ßigen Wasserfu¨llung
wider. Aus diesem Grund passt der berechnete Spannungsverlauf mit dem Lastansatz
Stillstand qualitativ nicht zu den gemessenen Ergebnissen bei Mahlgutfu¨llung und Be-
triebsdrehzahl. Daru¨ber hinaus fallen die berechneten Spannungen bei diesem Lastfall
im Vergleich zum Lastfall 2 ho¨her aus.
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Die Berechnung mit dem Lastansatz Kaskade liefert einen Spannungsverlauf, der qua-
litativ sehr gut mit den gemessenen Spannungen u¨bereinstimmt (Abb. 6.15 c). Der
geringe Anstieg der Spannungen im oberen Bereich der Fu¨llung und der steile Abfall
zum unteren Bereich werden entsprechend den Messergebnissen abgebildet. Jedoch ist
bei diesem Lastansatz das Spannungsmaximum in z-Richtung erheblich gro¨ßer als bei
der Messung.
Beim Lastansatz Katarakt haben die geringen Belastungen der Mu¨hlenfu¨llung zu klei-
ne Spannungen in der Berechnung zur Folge (Abb. 6.15 d). Auch qualitativ ist kaum
eine U¨bereinstimmung der Verla¨ufe zu erkennen.
Die berechneten Spannungsverla¨ufe mit dem Lastansatz DEM-Simulation stimmen
abschnittsweise mit den Messergebnissen u¨berein (Abb. 6.15 e). Im mittleren Bereich
ist eine sta¨rkere Abweichung der Verla¨ufe aufgrund zu geringer Spannungen aus der
Berechnung zu verzeichnen. Im Bereich von α = 240◦ ist sowohl beim Lastansatz DEM-
Simulation als auch beim Lastansatz Kaskade eine gro¨ßere Abweichung der berechne-
ten von den gemessenen Spannungen ersichtlich. Dieser Bereich entspricht im simulier-
ten Druckverlauf (Abb. 6.9) gerade der Position, bei der ein zusa¨tzlicher Druck durch
die Partikel auf der a¨ußeren Wurfbahn erzeugt wurde.
Fu¨r die Bewertung der in den FE-Berechnungen angewendeten Lastansa¨tze werden die
Spannungsausschla¨ge in axialer und Umfangsrichtung u¨ber einen Umlauf des Zylinders
ermittelt. Diese sind fu¨r die Mess- und Berechnungsergebnisse in Abb. 6.16 u¨ber die
Masse der Mu¨hlenbeladung dargestellt.
Mit dem Lastansatz Stillstand werden fu¨r die Betriebslastfa¨lle mit Mahlgut (Lastfall 3
bis 5) leicht ho¨here Spannungsausschla¨ge berechnet. Beim Lastansatz Kaskade wird
die Ho¨he der Spannungsausschla¨ge in Umfangsrichtung zwar gut abgebildet, aber in
axialer Richtung ergibt die Berechnung zu große Werte. Dagegen werden mit dem
Lastansatz Katarakt insgesamt zu geringe Spannungsausschla¨ge ermittelt. Auch beim
Lastansatz DEM-Simulation fallen die berechneten Spannungsausschla¨ge zu niedrig
aus.



















(a) Vergleich der Berechnungsergebnisse fu¨r den Lastansatz Stillstand
mit den Messergebnissen von Lastfall 2
Abbildung 6.15: Vergleich der Berechnungsergebnisse mit den Messergebnissen





















(b) Vergleich der Berechnungsergebnisse fu¨r den Lastansatz Stillstand





















(c) Vergleich der Berechnungsergebnisse fu¨r den Lastansatz Kaskade
mit den Messergebnissen von Lastfall 5
Abbildung 6.15: Vergleich der Berechnungsergebnisse mit den Messergebnissen





















(d) Vergleich der Berechnungsergebnisse fu¨r den Lastansatz Katarakt





















(e) Vergleich der Berechnungsergebnisse fu¨r den Lastansatz DEM-
Simulation mit den Messergebnissen von Lastfall 5
Abbildung 6.15: Vergleich der Berechnungsergebnisse mit den Messergebnissen














































(b) Spannungsausschla¨ge in axialer Richtung
Abbildung 6.16: Darstellung der Spannungsausschla¨ge aus der Messung und den
Berechnungen mit allen vier Lastansa¨tzen u¨ber die Beladung der Mu¨hle
0 kg–Lastfall 1 (leer)
1100 kg–Lastfall 2 (Wasser)
2000..2670 kg–Lastfa¨lle 3..5 (Mahlgut)
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6.6 Abschließende Bewertung der Simulations-
ergebnisse
Die Simulation liefert als prima¨res Ergebnis die Verteilung der Mu¨hlenfu¨llung im Zy-
linder. Aus den kinematischen Gro¨ßen der einzelnen Partikel lassen sich dann weitere
Ergebnisse ableiten. In diesem Fall wurde aus den Kontaktkra¨ften der an der Zylin-
derwand anliegenden Partikel die Druckverteilung der Mu¨hlenfu¨llung auf den Zylinder
in radialer und tangentialer Richtung ermittelt. Fu¨r die Bewertung der Simulation
wurden diese beiden Ergebnisse, die o¨rtliche Verteilung der Partikel sowie die Druck-
verteilung der Mu¨hlenfu¨llung, herangezogen.
Schon bei der Darstellung der Simulationsergebnisse wurde gezeigt, dass die Druckver-
teilung der Mu¨hlenfu¨llung aufgrund der o¨rtlichen Verteilung der Partikel im Zylinder
erkla¨rt werden kann. Ein gro¨ßerer Fu¨llungsgrad fu¨hrt in der Simulation zu einer Ver-
gro¨ßerung des kompakten Bereiches der Mu¨hlenfu¨llung. Dies spiegelt sich in einer Er-
ho¨hung des radialen Druckes wider. Die Verringerung der statischen Kra¨fte aufgrund
des schmaleren kompakten Bereiches bei ho¨heren relativen Drehzahlen wird durch die
gro¨ßer werdenden Zentrifugalkra¨fte kompensiert. Demzufolge liefert die Bewegungssi-
mulation schlu¨ssige Ergebnisse, wenn die Diskrete-Elemente-Methode mit dem nume-
rischen Modell einer Sturzmu¨hle in der Lage ist, die Bewegung der Mu¨hlenfu¨llung rea-
lita¨tsnah abzubilden. Die fotograﬁschen Aufnahmen der Bewegungszusta¨nde von zwei
verschiedenen Fu¨llungen an einer Modellmu¨hle zeigen eine gute U¨bereinstimmung mit
den Bewegungszusta¨nden aus der Simulation. Die Qualita¨t der Simulationsergebnisse
konnte mit dem Vergleich der simulierten Druckverla¨ufe mit gemessenen Kraftverla¨u-
fen an einer weiteren Modellmu¨hle unterstrichen werden.
Die Auswertung der Aufnahmen an der Modellmu¨hle zeigt, dass die tatsa¨chliche Fu¨ll-
gutbewegung in einer Sturzmu¨hle ein kombinierter Zustand aus der reinen Kaskaden-
und Kataraktbewegung ist. Aufgrund dessen stimmt der simulierte Druckverlauf in ra-
dialer Richtung im unteren Bereich der Fu¨llung mit dem theoretischen Druck aus der
Kaskadenbewegung und im oberen Bereich mit dem Druck aus der Kataraktbewegung
u¨berein. Die dynamischen Kra¨fte aus der Umlenkung der Partikel im Auftreﬀbereich
der Fu¨llung sowie der Schlupf der Fu¨llung im Aufstiegsbereich ko¨nnen nur durch die
Simulation abgebildet werden.
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Bei der Anwendung der theoretischen und simulierten Druckverla¨ufe in der FE-Be-
rechnung liefern die berechneten Spannungen mit den Simulationsergebnissen als Zy-
linderbelastung eine qualitativ bessere U¨bereinstimmung mit den Messergebnissen als
mit dem Lastansatz Stillstand, der gegenwa¨rtig fu¨r die Auslegung von Sturzmu¨hlen
verwendet wird. Die Gegenu¨berstellung der Spannungsausschla¨ge von Messung und
Berechnung zeigt dagegen, dass die Berechnung mit dem Lastansatz DEM-Simulation
zu geringe Spannungen liefert.
Die simulierte Mu¨hlenfu¨llung des DEM-Modells bestand nur aus Feststoﬀpartikeln mit
einer Gesamtmasse, die der Masse der Mahlgutfu¨llung bei den Dehnungsmessungen
entsprach. Fu¨r den Vergleich wurden Messergebnisse an einer SAG-Mu¨hle bei einer
Naßmahlung verwendet, die im Rahmen eines Industrieforschungsvorhabens gewon-
nen wurden [95]. Hierbei setzte sich die Mu¨hlenfu¨llung aus Gestein, Mahlkugeln und
Wasser zusammen. Die vera¨nderten Reibungs- und Da¨mpfungsparameter gegenu¨ber
einer Trockenmahlung bewirkten eine qualitativ andere Verteilung des Mahlgutes und
der Mahlkugeln und somit eine von der Simulation abweichenden Lastverteilung. Der
Einﬂuss des Wassers auf die Belastungsverteilung der Mu¨hlenfu¨llung konnte mit der
Simulation nicht dargestellt werden.
Die Diskrete-Elemente-Methode ist prinzipiell in der Lage, Belastungsgro¨ßen aus der
Mu¨hlenfu¨llung zu liefern. Eine Veriﬁzierung von Simulationsergebnissen sollte zuna¨chst
nur fu¨r Sturzmu¨hlen bei einer Trockenmahlung erfolgen. Mit einer Konkretisierung
der Simulationsparameter fu¨r ein Feststoﬀ-Wasser-Gemisch wird in Zukunft auch eine
realistischere Simulation der Fu¨llgutbewegung bei einer Naßmahlung und somit eine
genauere Ermittlung der Lastgro¨ßen von Mu¨hlenfu¨llungen mo¨glich sein. Eine Mo¨glich-
keit bietet sich auch durch die Kombination einer partikelhydrodynamischen Methode
mit der DEM [68].
Da mit den gegenwa¨rtigen Kenntnissen die Berechnung mit den Ergebnissen der DEM-
Simulation zu geringe Spannungsausschla¨ge liefert, kann dieser Lastansatz noch nicht
fu¨r eine Auslegung von Sturzmu¨hlen in Naßmahlprozessen verwendet werden. Es wird
deshalb empfohlen hierfu¨r weiterhin den Lastansatz Stillstand anzuwenden. Die ho¨he-
ren Spannungsausschla¨ge liefern dabei eine entsprechende Sicherheit bei der Dimen-
sionierung des Mu¨hlenzylinders.
7 Zusammenfassung
Fu¨r eine betriebsfeste Auslegung von Maschinen und Anlagen ist die Kenntnis der im
Betrieb tatsa¨chlich auftretenden Belastungen von großer Bedeutung. Bei der Berech-
nung von Sturzmu¨hlen werden neben den Gewichtskra¨ften der Mu¨hlenstruktur, den
Lager- und Antriebskra¨ften auch die Belastungen der Mu¨hlenfu¨llung auf den Mu¨hlen-
zylinder beno¨tigt. Da fu¨r die Ermittlung der Fu¨llgutbelastung im Betriebszustand
keine verla¨sslichen Berechnungsverfahren zur Verfu¨gung stehen, wird die Belastung in
einer einfachen Form dargestellt. Momentan wird in den FE-Berechnungen die Belas-
tung der Mu¨hlenfu¨llung als ein hydrostatischer Druck der ruhenden und eine auf ein
Kreissegment verteilte Fu¨llung modelliert. Bei dieser Lastannahme wird die Verteilung
der Fu¨llung infolge der Drehung der Mu¨hle nicht beru¨cksichtigt. Auf der Grundlage
von theoretischen Modellen zur Fu¨llgutbewegung in Sturzmu¨hlen wurden zwei wei-
tere Lastansa¨tze, Kaskade und Katarakt, fu¨r die Fu¨llgutbelastung entwickelt. Aber
auch bei diesen Ansa¨tzen ko¨nnen die innere Bewegung der Fu¨llung und den daraus
resultierenden Kra¨ften nicht dargestellt werden.
Eine Mo¨glichkeit zur Ermittlung der Belastungsgro¨ßen bietet die Simulation der Be-
wegung der Mu¨hlenfu¨llung mit Hilfe der Diskrete-Elemente-Methode. Mit dieser nu-
merischen Methode ko¨nnen realistische Bewegungen auch von dicht gepackten Mehr-
ko¨rpersystemen berechnet werden. Durch die Implementierung von rheologischen Mo-
dellen zur Ermittlung von Kontaktkra¨ften und der Verwendung einer sehr kleinen
Simulationsschrittweite werden Partikelsto¨ße in ihrem zeitlichen Verlauf erfasst. Die
DEM erfu¨llt die Anforderungen an ein Modell zur Simulation der Fu¨llgutbewegung in
Sturzmu¨hlen. Mittels unterschiedlicher Formen der diskreten dreidimensionalen Ko¨r-
per ko¨nnen verschiedenartige Mu¨hleneinbauten und Mu¨hlenfu¨llungen modelliert wer-
den. Die Drehzahl der Mu¨hle wird durch kinematische Randbedingungen variiert. Die
Zuordnung von Materialkennwerten erfolgt auf der Grundlage der mechanischen Eigen-
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schaften der verwendeten Stoﬀe. Zugunsten der Rechenzeit wurde die Mu¨hlenfu¨llung
fu¨r diese Berechnungen in Form einer monodispersen Kugelmischung modelliert.
Mit dem Simulationsmodell wurde die Bewegung der Mu¨hlenfu¨llung bei drei verschie-
denen Fu¨llungsgraden und drei verschiedenen Drehzahlen berechnet. Fu¨r eine Bewer-
tung der Simulationsergebnisse wurden fotograﬁsche Aufnahmen des Bewegungszu-
standes von zwei unterschiedlichen Materialfu¨llungen in einer Modellmu¨hle verwendet.
Die Gegenu¨berstellung der simulierten mit den experimentellen Bewegungszusta¨nden
zeigte, dass mit der DEM die Bewegung der Mu¨hlenfu¨llung in Sturzmu¨hlen sehr gut
abgebildet werden kann.
Mit der Simulation konnte die Belastung der Mu¨hlenfu¨llung auf den Mu¨hlenzylinder
in Form von radialen und tangentialen Druckverla¨ufen in Abha¨ngigkeit der relativen
Drehzahl und dem Fu¨llungsgrad ermittelt werden. Diese Belastungen beru¨cksichti-
gen neben der Verteilung der Fu¨llung im Mahlraum auch dynamische Kra¨fte infolge
der Bewegung der Partikel. Der qualitative Verlauf der Dru¨cke kann anhand des Be-
wegungszustandes der Fu¨llung sowie dem Geschwindigkeitsfeld schlu¨ssig interpretiert
werden. Aufgrund des kombinierten Zustandes der Fu¨llgutbewegung entspricht der
simulierte Druckverlauf in radialer Richtung abschnittsweise den Verla¨ufen, die auf
der Grundlage der theoretischen Bewegungsmodelle ermittelt wurden. Der Verlauf des
simulierten Drucks in tangentialer Richtung kann durch die theoretischen Ansa¨tze
nicht abgebildet werden. Der Vergleich der simulierten Druckverla¨ufe mit gemessenen
Kraftverla¨ufen zeigt eine gute qualitative U¨bereinstimmung der beiden Verla¨ufe.
Die Ergebnisse der Simulation wurden zusammen mit den theoretischen Lastansa¨tzen
als Fu¨llgutbelastung fu¨r die Mu¨hlenfu¨llung in FE-Berechnungen angewendet. Die Be-
wertung der Lastansa¨tze erfolgte durch die Gegenu¨berstellung der berechneten Span-
nungsverla¨ufe mit Spannungen aus einer Dehnungsmessung an einer SAG-Mu¨hle einer
Versuchsmahlanlage. Aus diesem Vergleich ist ersichtlich, dass mit den Belastungen aus
der Simulation die berechneten Spannungsverla¨ufe fu¨r die Betriebslastfa¨lle qualitativ
besser abgebildet werden als mit dem u¨blichen Lastansatz. Jedoch fallen die berechne-
ten Spannungsausschla¨ge mit dem Lastansatz DEM-Simulation bei einer Naßmahlung
zu gering aus. Fu¨r die Ermittlung der Belastungsverteilung, speziell bei einer Naß-
mahlung, ist deshalb noch eine weitere Anpassung der Simulationsparameter bzw. die
Erweiterung der Methode notwendig.
Anhang A
Herleitungen und Daten
A.1 Die Da¨mpfung nach Tsuji [93]
Wird bei einem Stoß fu¨r die Federkraft der Ansatz nach Hertz verwendet, ergibt sich













Abbildung A.1: Rheologisches Modell in Stoßnormalenrichtung





















x3/2 = 0 (A.4)
geschrieben werden.
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unter Verwendung der Anfangsgeschwindigkeit v0 deﬁniert. Der Weg wird mit der





































































(b) Modiﬁziert (ohne Zulassung von Zug-
kra¨ften)
Abbildung A.2: Darstellung der dimensionslosen Geschwindigkeit v∗ in Abha¨ngig-
keit der dimensionslosen Eindringtiefe x∗ beim geda¨mpften Stoß
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x3/2 = 0 . (A.8)
Mit dem Ansatz (A.2) ist die Da¨mpfung somit unabha¨ngig von der Masse und der
Normalensteiﬁgkeit der Stoßpartner. Die Integration von (A.8) unter Variation des
Da¨mpfungsparameters αd ergibt den Geschwindigkeits-Weg-Verlauf der Stoßko¨rper




der Stoßzahl e. Die Abha¨ngigkeit des Da¨mpfungsparameters von der Stoßzahl ist in
Abb. A.3 dargestellt. Wird bei der Integration von Gl. (A.8) beru¨cksichtigt, dass
zwischen den Stoßko¨rpern keine Zugkra¨fte u¨bertragen werden ko¨nnen ergibt sich ein
Geschwindigkeits-Weg-Verlauf der Stoßko¨rper nach Abb. A.2 b. Der daraus resultie-
rende Zusammenhang von Da¨mpfungsparameter und Stoßzahl ist fu¨r die Ermittlung




















Abbildung A.3: Darstellung des Da¨mpfungsparameter αd in Abha¨ngigkeit der




Bei der Herleitung der Simulationsparameter wird zwischen dem Partikel-Partikel-
und dem Partikel-Wand-Kontakt unterschieden. Die Gleichungen der Federsteiﬁgkeit































ko¨nnen fu¨r die beiden Kontaktfa¨lle vereinfacht werden. Beim Partikel-Partikel-Kontakt

























Beim Wandkontakt wird der Kontaktradius und die Masse der Wand mit unendlich























n mit mw →∞ . (A.16)
A.3 Algorithmus der Diskrete-Elemente-Methode 97
A.3 Algorithmus der Diskrete-Elemente-Methode
            	 
    
                                  
                 
                                              
                  
  !      
                 " 
   
               #        !      
         
         
  !       $  
 	   
                                                 
            !   
       % $ &  &  '     (      ( )   
      *
               +                      ,         
   $   
        
   
   
- 
   
- 
             .          /  
     $        
     $          
0
    
/     1       1                    

 	                    

 	   -           
Abbildung A.4: Prinzipieller Ablauf eines DEM-Programms
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A.4 Auslenkwinkel nach Bogdanov [5]
Tabelle A.1: Experimentell ermittelter Auslenkwinkel βa In Abha¨ngigkeit der rela-




Auslenkwinkel bei einem Fu¨llungsgrad von
ϕ = 30% ϕ = 40% ϕ = 50%
30 29 ◦46 ′ 31 ◦36 ′ 32 ◦53 ′
40 30 ◦52 ′ 32 ◦52 ′ 34 ◦23 ′
50 32 ◦14 ′ 34 ◦31 ′ 36 ◦22 ′
60 34 ◦05 ′ 36 ◦30 ′ 38 ◦46 ′
70 36 ◦05 ′ 38 ◦50 ′ 41 ◦39 ′






Abbildung A.5: Deﬁnition des Auslenkwinkels βa bei Kaskadenbewegung
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